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Johdanto
Operaattoriteorian eräs kuuluisimpia edelleen avoimia ongelmia on niin sanot-
tu invariantin aliavaruuden ongelma. Ongelma kysyy onko kaikilla rajoitetuilla
ja lineaarisilla operaattoreilla T : H −→ H, missä H on separoituva ääretö-
nulotteinen Hilbertin avaruus, ei-triviaalia invarianttia aliavaruutta eli suljettua
aliavaruutta M, jolle {0} 6= M ( H ja T(M) ⊂ M. Erään lähestymistavan
kyseisen ongelman ratkaisuun tarjoavat universaalit operaattorit: Merkitään ra-
joitettujen ja lineaaristen operaattorien H −→ H joukkoa L(H). Operaattori
U ∈ L(H) on universaali, mikäli jokaiselle operaattorille T ∈ L(H) on olemassa
luku α ∈ C \ {0} ja U-invariantti aliavaruus M siten, että αT on similaarinen
rajoittuman U|M :M−→M kanssa. Voidaan nimittäin osoittaa (Lause 7.32), et-
tä positiivinen vastaus invariantin aliavaruuden ongelmaan on yhtäpitävää sen
kanssa, että universaalin operaattorin minimaaliset invariantit aliavaruudet eli in-
variantit aliavaruudet M ⊂ H, jotka eivät sisällä muita ei-triviaaleja invariant-
teja aliavaruuksia, ovat yksiulotteisia. Jos taas löydetään universaali operaattori,
jolla on ääretönulotteinen minimaalinen invariantti aliavaruus, saa invariantin
aliavaruuden ongelma negatiivisen vastauksen.
Invarianteista aliavaruuksista erityyppisille operaattoreille tiedetään melko
paljon. Hyvin tunnetun Beurlingin lauseen nojalla tiedetään, että klassisessa
Hardyn avaruudessa H2(D) multiplikaattorioperaattorin (joka on samalla siirto-
operaattori ortonormaalissa kannassa (zn)n∈N0)
Mz : H2(D) −→ H2(D), Mz f (z) = z f (z),
invariantit aliavaruudet ovat täsmälleen muotoa ϕH2(D), missä ϕ : D −→ D
on sisäfunktio. Toisaalta, parabolisen Möbius-kuvauksen ψ : D −→ ψ(D) ( D
indusoiman kompositio-operaattorin Cψ : H2(D) −→ H2(D), Cψ f = f ◦ψ, inva-
rianttien aliavaruuksien hilan ovat Alfonso Montes-Rodríguez, Manuel Ponce-
Escudero ja Stanislav A. Shkarin ratkaisseet täydellisesti, [12]. Myös Volterra-
operaattorin, Va : f (z) 7−→
∫ z
a f (t) dt, missä |a| ≤ 1, invariantit aliavaruudet
Hardyn avaruuksissa Hp(D), p ≥ 1, tiedetään Alexandru Alemanin ja Boris
Korenblumin toimesta, [1]. Yleisesti ottaen annetun operaattorin invarianttien
aliavaruuksien muodostama hila on kuitenkin vaikea selvittää kokonaisuudes-
saan. Tästä syystä invariantin aliavaruuden ongelman kannalta oleellinen tieto
eli jonkin universaalin operaattorin invarianttien aliavaruuksien riittävän hyvä
tunteminen on toistaiseksi selvittämättä.
Selwyn Caradus esitti jo vuonna 1969 äärimmäisen yksinkertaisen ehdon, [2],
jonka avulla operaattorin universaalisuus voidaan todeta (Lause 7.3):
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Jos operaattori U : H −→ H on surjektio ja sen ydin on ääretönulotteinen, niin ope-
raattori U on universaali.
Caraduksen ehto takaa, että universaaleita operaattoreita, jotka määritelmän-
sä perusteella ovat hyvin erityisiä, on itse asiassa lukuisia. Klassinen (ja ehkä
ensimmäinen) esimerkki näistä on Gian-Carlo Rotan, [18], ”universaali malli”
S˜ : (h1, h2, . . . ) 7−→ (h2, h3, . . . ), missä hj ∈ H kaikilla j ∈N.
Operaattori S˜ on siis vektoriarvoinen ”taaksepäin” siirto avaruudessa H˜ :=
H⊕H ⊕ · · · , joka koostuu kaikista vektorijonoista h := (h1, h2, . . . ) ∈ H˜, joil-
le ‖h‖2H˜ := ∑∞j=1 ‖hj‖2H < ∞. Myös useita muita versioita tämän tyyppisistä
siirroista löytyy universaalien operaattoreiden joukosta. Yksi uusimmista on Jo-
nathan Partingtonin ja Elodie Pozzin löytämä, [16]: Olkoon T funktioarvoinen
painotettu taaksepäin siirto-operaattori
T : `2
(
Z, L2((a0, a1))
) −→ `2(Z, L2((a0, a1))), (Th)j = k j−1hj−1 kaikilla j ∈ Z,
missä {k j}j∈Z on joukko positiivisia ja jatkuvia funktioita (reaali)välillä [a0, a1].
Jos limj−→−∞ k j = a ja limj−→∞ k j = b (tasaisesti), missä a < b, niin operaattori
T − λ on universaali kaikilla λ ∈ C, joille a < |λ| < b.
Kompositio-operaattoreilla (ja niiden mukana funktioteorialla) on niin ikään
paikka universaalien operaattoreiden teoriassa. Jos φ : D −→ D on analyyt-
tinen kuvaus, niin (kuvauksen φ indusoima) kompositio-operaattori Cφ määri-
tellään asettamalla Cφ f = f ◦ φ, missä f : D −→ C on analyyttinen. Hyvin
tiedetään muun muassa, että operaattori Cφ on rajoitettu Hardyn avaruudes-
sa H2(D). Kun φ : D −→ D on hyperbolinen Möbius-kuvaus, niin operaat-
toria Cφ kutsutaan hyperboliseksi kompositio-operaattoriksi. Eric Nordgren, Peter
Rosenthal ja F. S. Wintrobe ovat vuonna 1987 osoittaneet, [13], että operaattori
Cφ − λ : H2(D) −→ H2(D), (Cφ − λ)( f ) = f ◦ φ− λ f , missä Cφ on hyperboli-
nen kompositio-operaattori ja λ kuuluu operaattorin Cφ pistespektriin, on uni-
versaali. Koska operaattoreiden Cφ ja Cφ− λ invariantit aliavaruudet ovat samat,
palautuu invariantin aliavaruuden ongelma myös kompositio-operaattoreita ja
niiden spektriä koskevaksi ongelmaksi.
Tämän tutkielman tarkoitus on seikkaperäisesti selvittää kyseisen operaatto-
rin Cφ − λ : H2(D) −→ H2(D) universaalisuus. Nordegrenin et al. artikkelis-
sa on luonnollisesti ohitettu paljon yksityiskohtia ja viitattu valmiisiin tuloksiin.
Tutkielmassa esitetään aluksi (luvut 1− 4) tarvittavat tiedot Hardyn avaruudesta
H2, analyyttisista funktioistaD −→ D, interpoloivista jonoista sekä operaattori-
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ja spektraaliteoriasta. Luvussa 5 tutustutaan Rieszin kantoihin, joiden avulla osoi-
tetaan, että interpoloivan jonon (zj)j∈Z määräämä normalisoitujen reprodusoi-
vien ytimien joukko (κ˜zj)j∈Z on ekvivalentti avaruuden `2(Z) ortonormaalin
kannan kanssa. Nordgrenin et al. artikkelissa, [13], kyseisen ekvivalenssin koh-
dalla on viitattu Harold S. Shapiron ja Allen L. Shieldsin tuloksiin, [21]. Tässä
tutkielmassa (ks. Lemma 5.21 ja Lause 5.24) taas teknisenä apuvälineenä on Do-
nald Sarasonin yleistetty interpolaatio, [20].
Invarianteista aliavaruuksista keskeiset määritelmät ja lauseet tulevat luvus-
sa 6. Erityisesti operaattorin Cφ invariantit aliavaruudet ovat tarkastelun koh-
teena; oleellinen on tieto, että kuvauksen φ iteraatit origossa muodostavat inter-
poloivan jonon (φj(0))j∈Z, jonka määräämä Blaschken tulo Bφ on operaattorin
Cφ ominaisfunktio. Tällöin nimittäin
(
zBφH2(D)
)⊥ on Cφ-invariantti aliavaruus!
Tutkielman viimeinen luku on omistettu operaattorin Cφ − λ universaalisuu-
den osoittamiseen. OlkoonM⊂ H2(D) aliavaruus, jolle
M⊕C = (zBφH2(D))⊥ =: K0.
Lemmassa 7.13 osoitetaan, että tällöin kompressiotyyppinen operaattori
PMCφ |M :M−→M, missä PM : K0 −→M on ortogonaalinen projektio,
ja sopivalla painojonolla (wj)j∈Z painotettu siirto-operaattori
Sw : `2(Z) −→ `2(Z), Swej = wjej+1 kaikilla j ∈ Z
ovat similaarisia. Tämän avulla taas nähdään, että operaattoreiden PMCφ |M :
M−→M ja Cφ : H2(D) −→ H2(D) pistespektrit yhtyvät, joka taas lopulta joh-
taa operaattorin Cφ − λ : H2 −→ H2 surjektiivisuuteen. Toinen Caraduksen an-
tamista riittävistä ehdoista operaattorin universaalisuudelle eli ytimen ääretönu-
lotteisuus seuraa operaattorin Cφ− λ tapauksessa vähän helpommin. Merkitään
σp(Cφ):llä operaattorin Cφ pistespektriä. Jokaista λ ∈ σp(Cφ) kohti löytyy omi-
naisfunktio f jopa avaruudesta K0 ⊂
(
zB2φH
2(D)
)⊥
=: K1. Tällöin myös B2nφ f
kaikilla n ∈ N0 on operaattorin Cφ ominaisfunktio. Koska lisäksi tullaan osoit-
tamaan (Lause 7.21), että B2nφ K1 ⊥ B2mφ K1 kaikilla n, m ∈ N0, joille |m− n| ≥ 2,
niin operaattorin Cφ − λ ytimen dimensio on ääretön.
Tutkielman lopuksi nähdään (Korollaari 7.33), että positiivinen vastaus inva-
riantin aliavaruuden ongelmaan on yhtäpitävää sen kanssa, että hyperbolisen
kompositio-operaattorin minimaaliset invariantit aliavaruudet ovat yksiulottei-
sia.
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1 Hardyn avaruus H2
Tutkielman perustan muodostavat kompleksitason yksikkökiekossa analyyttiset
funktiot. Palautetaan aluksi mieliin perustiedot Hardyn avaruudesta H2(D), jo-
ka toimii tutkielman ”kotiavaruutena”. Tässä sivuutetut yksityiskohdat ja lisä-
tietoja löytyy mm. Carl C. Cowenin ja Barbara D. MacCluerin teoksesta, [5], tai
mistä tahansa analyyttisiä funktioavaruuksia käsittelevästä perusteoksesta. Lu-
kijan oletetaan tuntevan perusteet Lp-avaruuksien teoriasta.
Tässä tutkielmassa kompleksitason yksikkökiekkoa merkitään aina D :=
{z ∈ C : |z| < 1}, sen reunaa T := {z ∈ C : |z| = 1} ja sulkeumaa D := D ∪T.
T+ taas tarkoittaa positiivisesti suunnattua yksikköympyrää, toisin sanoen T+
voidaan ilmaista polkuna γ(t) = eit, missä t ∈ [0, 2pi). Merkitään lisäksi
H(D) =
{
f : D −→ C, f on analyyttinen yksikkökiekossa D}.
Jos f ∈ H(D), niin funktio f voidaan kirjoittaa suppenevana potenssisarjana
f (z) =
∞
∑
n=0
cnzn, z ∈ D,
missä kertoimet cn ∈ C, kun n = 0, 1, 2, . . . .
Huomautetaan, että tässä tutkielmassa symbolia N käytetään aidosti posi-
tiivisille kokonaisluvuille, siis N = {1, 2, 3 . . . }. Luonnollisten lukujen joukolle
{0, 1, 2, . . . } varataan merkintä N0.
Määritelmä 1.1. Olkoon f : D −→ C analyyttinen funktio, jolle pätee
sup
0<r<1
1
2pi
∫ 2pi
0
| f (reiθ)|2 dθ < ∞.
Tällöin sanotaan, että funktio f kuuluu Hardyn avaruuteen H2(D).
Normi avaruudessa H2(D), jota kautta tutkielman merkitään ‖ · ‖2, on
‖ f ‖2 =
(
sup
0<r<1
1
2pi
∫ 2pi
0
| f (reiθ)|2 dθ
)1/2
.
Olkoon 0 ≤ r < 1 kiinnitetty. Merkitään m(r) := 12pi
∫ 2pi
0 | f (reiθ)|2 dθ. Funktion
| f |2 subharmonisuudesta seuraa, että kaikilla 0 ≤ r1 < r2 < 1 pätee m(r1) ≤
m(r2) (ks. esim. [19], Thm 17.3 ja 17.5). Näin ollen Hardyn avaruuden normissa
supremum voidaan korvata rajankäynnillä:
‖ f ‖22 = sup
0<r<1
1
2pi
∫ 2pi
0
| f (reiθ)|2 dθ = lim
r→1−
1
2pi
∫ 2pi
0
| f (reiθ)|2 dθ.
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Funktion f ∈ H(D) potenssisarjaesityksestä saadaan normillekin potenssi-
sarjamuoto kun muistetaan, että yksikkökiekossa D analyyttiset funktiot sup-
penevat tasaisesti kaikissa yksikkökiekon kompakteissa osajoukoissa:
‖ f ‖22 = sup
0<r<1
1
2pi
∫ 2pi
0
| f (reiθ)|2 dθ = sup
0<r<1
1
2pi
∫ 2pi
0
∞
∑
n=0
∞
∑
m=0
cncmrn+mei(n−m)θ dθ
= sup
0<r<1
∞
∑
n=0
∞
∑
m=0
∫ 2pi
0
cncmrn+mei(n−m)θ
dθ
2pi
= sup
0<r<1
∞
∑
n=0
|cn|2r2n =
∞
∑
n=0
|cn|2. (1.2)
Siten Hardyn avaruuden H2(D) määritelmäksi voidaan yhtä hyvin asettaa
H2(D) =
{
f ∈ H(D) : f (z) =
∞
∑
n=0
cnzn, missä
∞
∑
n=0
|cn|2 < ∞
}
.
Avaruus H2(D) on tunnetusti täydellinen ja se voidaan varustaa sisätulolla
( f , g) = lim
r−→1−
1
2pi
∫ 2pi
0
f (reiθ)g(reiθ) dθ,
joten H2(D) on Hilbertin avaruus. Kun f , g ∈ H2(D) kirjoitetaan muodossa
f (z) = ∑∞n=0 cnzn ja g(z) = ∑
∞
n=0 dnzn, niin sisätulo saa potenssisarjamuodon
( f , g) =
∞
∑
n=0
cndn. (1.3)
Analyyttisille Lp-funktioille piste-evaluaatio f 7−→ f (w) on rajoitettu funk-
tionaali. Hardyn avaruudessa H2(D) tämä nähdään helposti Hölderin epäyhtä-
lön ja geometrisen sarjan summakaavan avulla:
Olkoot w ∈ D kiinnitetty ja f ∈ H2(D). Nyt
| f (w)| ≤
∞
∑
n=0
|cn||w|n ≤
( ∞
∑
n=0
|cn|2
)1/2( ∞
∑
n=0
|w|2n
)1/2
= ‖ f ‖2 · 1√
1− |w|2 . (1.4)
Lukija voi helposti tarkistaa, että yhtäsuuruus yllä olevassa epäyhtälössä saa-
vutetaan, kun f (z) = 11−wz . Tämä huomio yhdessä Frechét-Rieszin esityslauseen
(mm. [24], Thm 6.8) kanssa johtaa reprodusoivien ydinten äärelle:
Frechét-Rieszin esityslauseen nojalla on olemassa yksikäsitteinen funktio κw ∈
H2(D) siten, että kaikille f ∈ H2(D) pätee f (w) = ( f , κw), kun w ∈ D on kiin-
nitetty. Hardyn avaruudessa H2(D) tällainen funktio κw saadaan määrättyä tar-
kasti; kyseessä ovat niin sanotut reprodusoivat ytimet avaruudessa H2(D), joihin
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symboli κ läpi tutkielman aina viittaa. Nyt potenssisarjamuodoista sekä analyyt-
tiselle funktiolle, että sisätulolle (1.3) nähdään, että
f (w) =
∞
∑
n=0
cnwn = ( f , κw),
aina ja vain kun
κw(z) =
∞
∑
n=0
wnzn =
1
1− wz . (1.5)
Funktion κw normi avaruudessa H2(D) saa muodon
‖κw‖2 =
( ∞
∑
n=0
|w|2n
)1/2
=
1√
1− |w|2 . (1.6)
Nyt voidaan määritellä normalisoidut reprodusoivat ytimet avaruuteen H2(D), joil-
le varataan tässä merkintä κ˜w:
κ˜w(z) :=
κw(z)
‖κw‖2 =
(1− |w|2)1/2
1− wz . (1.7)
Selvästi kaikilla w ∈ D ja f ∈ H2(D) pätee
( f , κ˜w) = ( f , κw) · 1‖κw‖2 = f (w)(1− |w|
2)1/2.
Näihin funktioihin tullaan palaamaan useassa yhteydessä tutkielman edetessä!
Symboli H viittaa tässä tutkielmassa aina (separoituvaan ääretönulotteiseen)
Hilbertin avaruuteen ellei toisin mainita. Lisäksi merkintä fˆ (n) tarkoittaa funk-
tion f ∈ H Fourier-kerrointa indeksillä n: Jos f ∈ H, niin funktiolla f on yksi-
käsitteinen muoto f = ∑n∈I fˆ (n)en, missä (en)n∈I ⊂ H on ortonormaali kanta
ja indeksijoukkona I useimmiten N0 tai Z. Hilbertin avaruudessa H2(D) luon-
nollinen ortonormaali kanta on (zn)n∈N0 ja avaruudessa L2(T) taas (einθ)n∈Z,
missä θ ∈ R. Siten funktiot f ∈ H2(D) ja g ∈ L2(T) voidaan kirjoittaa muodois-
sa f (z) = ∑∞n=0 fˆ (n)zn ja g(z) = ∑
∞
n=−∞ gˆ(n)einθ , missä fˆ (n), gˆ(n) ∈ C kaikilla
n ∈ I .
Yksikkökiekossa määritellyt funktiot voidaan vaihtoehtoisesti karakterisoi-
da niiden saamien reuna-arvojen avulla, mikä osoittautuu usein hyödylliseksi.
Seuraavaksi nähdään miksi avaruuden H2(D) sijaan voidaan tutkia funktioita
avaruudessa
H2(T) := { f ∈ L2(T) : fˆ (n) = 0 kaikilla n < 0}.
Tähän tarvitaan lukijalle todennäköisesti tuttuja Poissonin ytimiä.
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Määritelmä 1.8. Olkoon z = reiθ , 0 ≤ r < 1 ja θ ∈ [0, 2pi). Tällöin Poissonin ydin
Pr(θ − t) = ∑∞n=−∞ r|n|ein(θ−t), t ∈ R, voidaan kirjoittaa muodossa
Pr(θ − t) = Re
[
eit + z
eit − z
]
=
1− r2
1− 2r cos(θ − t) + r2 . (1.9)
Koska 1−r21−2r cos(θ−t)+r2 ≥ 1−r1+r kaikilla θ ∈ [0, 2pi), niin Pr(θ − t) > 0 kaikilla
θ ∈ [0, 2pi), kun 0 ≤ r < 1. Lisäksi 12pi
∫ 2pi
0 Pr(θ − t)dθ = 1.
Määritelmä 1.10. Jos g ∈ L1(T) ja
f (reiθ) =
1
2pi
∫ 2pi
0
Pr(θ − t)g(eit) dt, missä 0 ≤ r < 1 ja θ ∈ [0, 2pi), (1.11)
niin yksikkökiekossa D määriteltyä funktiota f kutsutaan funktion g Poissonin
integraaliksi.
Tällöin kaikille g ∈ L1(T) pätee limr−→1− f (reiθ) = g(eiθ) melkein kaikilla
θ ∈ [0, 2pi). (Todistus mm. [19], Thm 5.25).
Olkoon f ∈ H2(D), f (z) = ∑∞n=0 cnzn. Merkitään funktion f säteittäistä raja-
arvoa limr−→1− f (reiθ) =: f ∗(eiθ). Koska f ∈ H2(D), niin tämä raja-arvo on ole-
massa melkein kaikilla eiθ ∈ T. Lisäksi f ∗ ∈ L2(T), jolle f̂ ∗(n) = cn, kun n ≥ 0,
ja f̂ ∗(n) = 0 kaikilla n < 0.
Nyt pätee
lim
r→1−
1
2pi
∫ 2pi
0
| f ∗(eiθ)− f (reiθ)|2 dθ = 0,
joka voidaan yhtä hyvin kirjoittaa muodossa (avaruuden L2(T) normia käyt-
täen)
lim
r→1−
‖ f ∗ − fr‖2 = 0, missä fr(eiθ) = f (reiθ).
Jos z = reiθ , 0 ≤ r < 1 ja θ ∈ [0, 2pi), niin f on funktion f ∗ Poissonin
integraali:
f (z) =
1
2pi
∫ 2pi
0
Pr(θ − t) f ∗(eit) dt (1.12)
ja siten limr−→1 f (reiθ) = f ∗(eiθ) melkein kaikilla θ ∈ [0, 2pi). Yllä olevien kaa-
vojen tarkat todistukset löytyvät mm. Ruben A. Martínez-Avendañon ja Peter
Rosenthalin kirjasta ([10], luku 1).
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Yhteenvetona, kuvaus f 7−→ f ∗ on isometrinen isomorfismi H2(D) −→
H2(T), missä H2(T) := { f : f ∈ L2(T), f̂ (n) = 0, kun n < 0} on avaruu-
den L2(T) suljettu aliavaruus. Usein – myös tässä tutkielmassa – kirjoitetaan
epätäsmällisesti ( f , g) = 12pi
∫ 2pi
0 f (e
iθ)g(eiθ) dθ, vaikka tarkalleen ottaen
( f , g) = lim
r−→1
1
2pi
∫ 2pi
0
f (reiθ)g(reiθ) dθ =
1
2pi
∫ 2pi
0
f ∗(eiθ)g∗(eiθ) dθ.
Yllä nähdyn nojalla funktion f ∈ H2(D) käyttäytymistä voidaan usein yhtä
hyvin selvittää tutkimalla sen rajafunktiota f ∗ ∈ H2(T). Mikäli asiayhteydestä
käy ilmi – tai jos ei ole väliä – tutkitaanko avaruutta H2(D) vai H2(T), tarkoit-
taa merkintä H2 kumpaa tahansa näistä avaruuksista.
Merkitään vielä H∞(D) = { f ∈ H(D) : supz∈D | f (z)| < ∞} ja vastaavasti
L∞(T) = { f ∈ L1(T) : ess supζ∈T | f (ζ)| < ∞}. Selvästi H∞(D) ⊂ H2(D) ja
vastaavasti L∞(T) ⊂ L2(T).
Tarkastellaan myöhemmin tarvittavaa esimerkkifunktiota avaruudesta H2(D):
Esimerkki 1.13. Olkoon s ∈ (0, 12 ). Osoitetaan, että funktio f : D −→ C,
f (z) =
1
(1− z)s = exp(−s ln(1− z)),
missä ln on luonnollisen logaritmin päähaara, kuuluu avaruuteen H2(D).
Selvästi f ∈ H(D) kahden analyyttisen funktion yhdisteenä. Olkoon s ∈
(0, 12 ) kiinnitetty. Merkitään (kaikilla r ∈ R)
m(r) =
1
2pi
∫ 2pi
0
| f (reiθ)|2 dθ.
Määritelmän (1.1) nojalla f ∈ H2(D), jos ja vain jos on olemassa C < ∞ siten,
että m(r) ≤ C kaikilla 0 ≤ r < 1. Kiinnitetään r ∈ [0, 1) ja merkitään z = reiθ .
Koska |(1− reiθ)s|2 = (1 + r2 − 2r cos θ)s ja cos θ käy läpi samat arvot väleillä
[0,pi] ja [pi, 2pi], niin funktio m voidaan kirjoittaa muodossa
m(r) = 2 · 1
2pi
∫ pi
0
∣∣∣∣∣ 1(1− reiθ)s
∣∣∣∣∣
2
dθ =
1
pi
∫ pi
0
dθ
(1+ r2 − 2r cos θ)s
=
1
pi
∫ pi
2
0
dθ
(1+ r2 − 2r cos θ)s︸ ︷︷ ︸
=:I1
+
1
pi
∫ pi
pi
2
dθ
(1+ r2 − 2r cos θ)s︸ ︷︷ ︸
=:I2
.
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Arvioidaan integraaleja I1 ja I2 erikseen. Huomaamalla, että
1+ r2 − 2r cos θ = sin2 θ + cos2 θ + r2 − 2r cos θ = sin2 θ + (r− cos θ)2 ≥ sin2 θ
saadaan luvusta r riippumaton arvio ensimmäiselle integraalille:
I1 ≤ 1
pi
∫ pi
2
0
dθ
sin2s θ
=
1
pi
∫ pi
4
0
dθ
sin2s θ
+
1
pi
∫ pi
2
pi
4
dθ
sin2s θ
.
Kun θ ∈ [pi4 , pi2 ] ja s ∈ (0, 12 ), niin sin2s θ ∈
( 1√
2
, 1
)
. Siten 1
sin2s θ
on rajoitettu
välillä [pi4 ,
pi
2 ], joten integraalin I1 suppenemisen osoittamiseksi riittää näyttää,
että epäoleellinen integraali
∫ pi
4
0
dθ
sin2s θ
suppenee. Kun θ ∈ [0, pi2 ), niin tan θ ≥ 12θ.
Siispä sin θ ≥ 12θ cos θ ja erityisesti kaikilla θ ∈ [0, pi4 ) pätee sin θ ≥ 12√2θ. Näin
ollen
1
sin2s θ
≤ (2
√
2)2s
1
θ2s
= 23s · 1
θ2s
.
Integraali
∫ pi
4
0
dθ
θ2s
suppenee, jos ja vain jos 2s < 1. Näin ollen I1 suppenee kaikilla
s ∈ (0, 12 ).
Lasketaan yläraja integraalille I2 := 1pi
∫ pi
pi
2
dθ
(1+r2−2r cos θ)s . Koska cos θ ≤ 0, kun
θ ∈ [pi2 ,pi], niin kaikilla r ∈ [0, 1) pätee 1+ r2 − 2r cos θ ≥ 1+ r2, kun θ ∈ [pi2 ,pi].
Siten kaikilla r ∈ [0, 1) ja s ∈ (0, 12 ) saadaan arvio
I2 ≤ 1
pi
∫ pi
pi
2
dθ
(1+ r2)s
=
1
2(1+ r2)s
≤ 1
2
.
Siis kaikilla r ∈ [0, 1) ja s ∈ (0, 12 ) pätee
m(r) = I1 + I2 ≤ 1
pi
∫ pi
4
0
dθ
sin2s θ
+
1
pi
∫ pi
2
pi
4
dθ
sin2s θ
+
1
2
=: C < ∞. (1.14)
Yläraja C ei riipu luvusta r, joten f ∈ H2(D).
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2 Sisäfunktiot
Niin kutsutut sisäfunktiot muodostavat tärkeän, yksikkökiekossaDmääriteltyjen
analyyttisten funktioiden joukon. Vietetään tovi näiden parissa aloittaen määri-
telmästä ja jatkaen esimerkeillä, sillä tässä tutkielmassa sisäfunktiot ovat ratkai-
sevassa asemassa. Myöhemmin nähdään, että esimerkiksi meille jatkossa tärkeät
Blaschken tulot ja Möbius-kuvaukset D −→ D ovat sisäfunktioita.
Käytetään kompleksiluvun z = x + iy reaali- ja imaginaariosille symboleita
Re z := x ja Im z := y. Lisäksi id tarkoittaa identiteettikuvausta z 7−→ z.
Määritelmä 2.1. Olkoon ϕ ∈ H∞(D). Jos |ϕ∗(eiθ)| = 1 melkein kaikilla θ ∈
[0, 2pi), niin sanotaan, että ϕ on sisäfunktio (engl. inner function).
Jos f ∈ H∞(D) ei ole vakiofunktio, niin maksimiperiaatteesta (ks. esim. [19],
Thm 10.24) seuraa, että | f (z)| < ‖ f ‖∞ kaikilla z ∈ D. Sisäfunktioiden ϕ ∈
H∞(D) tapauksessa ‖ϕ‖∞ = ‖ϕ∗‖∞ = 1. Siispä |ϕ(z)| < 1 kaikilla z ∈ D, kun ϕ
on ei-vakio sisäfunktio.
Esimerkki 2.2. Asetetaan h(z) = exp
( z−1
z+1
)
, kaikilla z ∈ D. Funktio h : D −→ C
on kahden analyyttisen funktion z 7→ z−1z+1 ja z 7→ ez yhdisteenä analyyttinen.
Merkitään z = reiθ , missä 0 ≤ r < 1 ja θ ∈ [0, 2pi). Nyt kaikilla θ 6= pi pätee
h(reiθ) = exp
( reiθ − 1
reiθ + 1
)
r→1−→ exp
( eiθ − 1
eiθ + 1
)
= exp
(
i · sin θ
1+ cos θ
)
. (2.3)
Nähdään, että |h(reiθ)| −→ 1, kun r → 1− ja θ 6= pi. Jos θ = pi, niin raja-
arvoksi saadaan limr→1− |h(reipi)| = 0. Lisäksi |h(z)| < 1 kaikilla z ∈ D. Tämä
on helppo nähdä kirjoittamalla h = g ◦ f , missä f (z) = z−1z+1 ja g(z) = ez. Funktio
f kuvaa yksikkökiekon vasemmaksi puolitasoksi, toisin sanoen Re ( f (z)) < 0.
Täten voidaan kirjoittaa
h(z) = g ◦ f (z) = e f (z) = eα+iβ = eαeiβ,
missä α ∈ (−∞, 0) ja β ∈ R. Siispä |h(z)| = |eαeiβ| < |eiβ| = 1. Näin ollen funktio
h(z) = exp
( z−1
z+1
)
, z ∈ D, on sisäfunktio.
Huomataan erityisesti, että sisäfunktion ϕ reuna-funktiolle ϕ∗ pätee
ϕ∗ =
1
ϕ∗
melkein kaikkialla, (2.4)
sillä ϕ∗(ζ)ϕ∗(ζ) = |ϕ∗(ζ)|2 = 1 melkein kaikilla ζ ∈ T. Lisäksi nähdään, että
‖ϕ‖22 = 12pi
∫ 2pi
0 |ϕ∗(eiθ)|2 dθ = 1, joten jokaisen sisäfunktion normi avaruudessa
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H2(D) on aina 1.
Luvussa 6 tarvitaan seuraavaa aputulosta sisäfunktioihin liittyen:
Lemma 2.5. Olkoot f ja g sisäfunktioita, missä g ei ole vakiofunktio. Tällöin yhdistetty
funktio f ◦ g on sisäfunktio.
Todistus. Selvästi f ◦ g ∈ H∞(D). Kirjoitetaan f = ∑∞n=0 cnzn ja oletetaan ensin,
että g(0) = 0. Nyt f ◦ g = ∑∞n=0 cngn, missä gn := g · g · · · g (n kpl) on sisäfunk-
tio: Jos n = 0, niin g0 ≡ 1 on selvästi (vakio) sisäfunktio. Kaikilla n ∈ N taas
pätee limr−→1 |gn(reiθ)| = 1 kaikilla θ ∈ [0, 2pi), joilla limr−→1 |g(reiθ)| = 1 ja
selvästi gn ∈ H∞(D). Nähdään, että sisäfunktion ehdot täyttyvät funktiolle gn,
joten lisäksi pätee ‖gn‖22 = (gn, gn) = 1 kaikilla n ∈N0.
Olkoot m, n ∈N0 siten, että n > m. Yhtälön (2.4) ja oletuksen g(0) = 0 nojalla
(gn, gm) =
1
2pi
∫ 2pi
0
(gn)∗(eiθ)(gm)∗(eiθ) dθ =
1
2pi
∫ 2pi
0
(gn−m)∗(eiθ) · 1 dθ
= (gn−m, 1) = gn−m(0) = 0.
Jos n < m, niin saadaan samoin (gn, gm) = (gm, gn) = 0. Näin ollen
‖ f ◦ g‖22 =
( ∞
∑
n=0
cngn,
∞
∑
m=0
cmgm
)
=
∞
∑
n=0
∞
∑
m=0
cncm(gn, gm) =
∞
∑
n=0
|cn|2 = ‖ f ‖22 = 1.
Toisaalta, | f ◦ g(z)| < 1 kaikilla z ∈ D, joten |( f ◦ g)∗(eiθ)| ≤ 1 melkein
kaikilla θ ∈ [0, 2pi). Nyt
‖ f ◦ g‖22 =
1
2pi
∫ 2pi
0
|( f ◦ g)∗(eiθ)|2 dθ = 1,
missä |( f ◦ g)∗(eiθ)| ≤ 1 melkein kaikkialla, joten täytyy päteä |( f ◦ g)∗(eiθ)| = 1
melkein kaikilla θ ∈ [0, 2pi)! Jos nimittäin |( f ◦ g)∗(eiθ)| < 1 jossain positiivi-
mittaisessa joukossa, niin väistämättä olisi ‖ f ◦ g‖2 < 1. Nähtiin, että f ◦ g on
sisäfunktio erikoistapauksessa g(0) = 0.
Oletetaan sitten yleisesti, että g(0) = w ∈ D. Merkitään f˜ := f ◦ hw ja g˜ :=
hw ◦ g, missä hw(z) = w−z1−wz on Möbius-kuvaus D −→ D, joka kuvaa pisteen
w origolle, hw = h−1w ja lisäksi hw(T) = T. (Möbius-kuvauksista tarkemmin
seuraavassa luvussa!) Funktiot f˜ ja g˜ ovat selvästi sisäfunktioita ja lisäksi g˜(0) =
0. Yllä nähdyn perusteella f˜ ◦ g˜ = f ◦ g on sisäfunktio.
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2.1 Möbius-kuvaukset
Oletetaan, että lukijalla on Möbius-kuvauksista perusteet tiedossa; lisää yksityis-
kohtia löytyy kompleksianalyysin perusteoksista. Esimerkiksi Gareth A. Jones ja
David Singerman antavat kirjassaan kattavan esityksen Möbius-kuvauksista ([8],
luku 2). Hyperboliset Möbius-kuvaukset D −→ D ovat oleellinen aina tutkiel-
man loppuun asti.
Käytetään laajennetulle kompleksitasolle merkintää C := C∪ {∞}.
Kuvaus g : C −→ C on Möbius-kuvaus, jos ja vain jos se voidaan kirjoittaa
muodossa
g(z) =
az + b
cz + d
, kun z 6= {−d/c,∞}, g(− d
c
)
= ∞ ja g(∞) =
a
c
, (2.6)
missä a, b, c, d ∈ C siten, että ad − bc 6= 0. Ehto ad − bc 6= 0 takaa, että Mö-
bius-kuvaus ei ole vakiofunktio, vaan kuvaa laajennetun kompleksitason bijek-
tiivisesti itselleen. Kun z 6= −d/c, niin Möbius-kuvaus g on analyyttinen, jopa
konforminen, kuvaten Möbius-ympyrät (so. euklidiset suorat tai ympyrät) Mö-
bius-ympyröiksi. Muotoa (2.6) olevan Möbius-kuvauksen käänteiskuvaukseksi
saadaan
g−1(z) =
dz− b
−cz + a .
Piste z0 ∈ C on funktion f kiintopiste, jos f (z0) = z0. Möbius-kuvauksista ainoas-
taan identiteettikuvauksella id(z) = z on enemmän kuin kaksi (selvästi äärettö-
män monta) kiintopistettä.
Sanotaan, että kuvaukset f ja g ovat keskenään konjugaatit tai että f ja g kuu-
luvat samaan konjugaattiluokkaan, mikäli on olemassa Möbius-kuvaus (ns. konju-
gaattikuvaus) h siten, että f = h ◦ g ◦ h−1. Kuvauksen geometriset ominaisuudet,
mm. kiintopisteiden lukumäärä ja kohta esiteltävä karakteristinen vakio, säilyvät
konjugoinnissa. Jokaisen Möbius-kuvauksen g 6= id voidaan näyttää kuuluvan
samaan konjugaattiluokkaan affiinin kuvauksen f kanssa, joka on muotoa
f (z) = λz + b, missä λ ∈ C \ {0}, b = 0, kun λ 6= 1, ja b = 1, kun λ = 1.
(Tällöin konjugaattikuvaus h on kuvaus yksikkökiekolta puolitasolle, esimerkik-
si h : D −→ {z ∈ C : Im z ≥ 0} =: U+.)
Nähdään, että kuvauksella z 7→ λz, missä λ 6= 1, on kaksi kiintopistettä, 0 ja
∞, kun taas kuvauksen z 7→ z + 1 ainoa kiintopiste on ∞. Selvästi konjugaatti-
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kuvaus kuvaa Möbius-kuvauksen g kiintopisteet affiinin kuvauksen f kiintopis-
teiksi. Luku λ ∈ C \ {0} on nimeltään kuvauksen karakteristinen vakio tai kertoja
(engl. characteristic constant, multiplier). Karakteristinen vakio on jokaiselle ku-
vaukselle käänteislukuaan vaille yksikäsitteinen:
Kun kiintopisteitä on yksi, niin karakteristinen vakio on edellisen perusteella
jo tiedossa: λ = 1. Olkoot z1 ja z2 Möbius-kuvauksen g kaksi erillistä kiinto-
pistettä. Olkoon h mikä tahansa kuvaus, joka konjugoi kuvauksen g affiiniksi
kuvaukseksi f = h ◦ g ◦ h−1, f (z) = λz, λ ∈ C \ {0, 1}. Oletetaan ensin, että
h(z1) = 0 ja h(z2) = ∞. Derivoinnin ketjusäännöstä ja oletuksista kuvausten h, f
suhteen seuraa
g
′
(z1) = (h−1)
′
(0) · f ′(0) · h′(z1) = 1h′(h−1(0)) · f
′
(0) · h′(z1) = f ′(0) = λ. (2.7)
Lisäksi huomataan, että f = h1 ◦ f1 ◦ h1, missä h1(z) = h−11 (z) = 1z ja f1(z) = 1λz.
Käyttämällä tätä huomiota ja laskemalla samaan tapaan kuin yllä saadaan
g
′
(z2) =
1
h′(h−1(∞))
· 1
h′1(0)
· f ′1(0) · h
′
1(0) · h
′
(z2) = f
′
1(0) =
1
λ
.
Suoraan yllä olevista yhtälöistä nähdään, että tapauksessa h(z1) = ∞ ja h(z2) =
0 pätee g
′
(z1) = 1λ ja g
′
(z2) = λ. Karakteristinen vakio ei siis riipu konjugaatti-
kuvauksesta h ja on käänteislukuaan vaille yksikäsitteinen. Yllä nähtyä yhteyttä
kertojan λ ja derivaatan g
′
kiintopisteissä z1 ja z2 saamien arvojen välillä tarvi-
taan myöhemmin.
Kiintopisteiden ja kertojan avulla Möbius-kuvaukset C −→ C voidaan ero-
tella parabolisiin, elliptisiin, hyperbolisiin ja loxodromisiin: Jos Möbius-kuvauksella
g : C −→ C on (alla R+ := {x ∈ R : x ≥ 0})
- 1 kiintopiste ja kertojana λ = 1, niin g on parabolinen,
- 2 kiintopistettä ja kertojana λ ∈ C \ {1}, |λ| = 1, niin g on elliptinen,
- 2 kiintopistettä ja kertojana λ ∈ R+ \ {0, 1}, niin g on hyperbolinen.
- 2 kiintopistettä ja kertojana λ 6∈ R, |λ| 6= {0, 1}, niin g on loxodrominen.
Erona muihin yllä lueteltuihin, loxodromiset kuvaukset eivät pidä kiekkoja pai-
kallaan, minkä takia ne jätetään tässä huomiotta.
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Jatkossa tarvitaan vain hyberbolisia kuvauksia. Niiden erityisominaisuus on,
että ne pitävät paikallaan kaikki ne kiekot, joiden reunalla kiintopisteet sijaitse-
vat. Esimerkkinä hyperbolisista kuvauksista mainittakoon kuvaukset
g(z) =
az + 1
z + a
, missä a ∈ R \ {−1, 0, 1}.
Selvästi näiden kuvausten kiintopisteet ovat z1 = 1 ja z2 = −1.
Kuvauksen karakteristinen vakio kertoo myös kiintopisteiden ”laadun”. Hy-
perbolisten (ja loxodromisten) kuvausten kiintopisteistä toinen on aina puoleen-
savetävä ja toinen poistyöntävä. Kiintopiste z1 on puoleensavetävä, jos kaikilla pis-
teillä z (poistyöntävää kiintopistettä lukuunottamatta), pätee limn−→∞ gn(z) =
z1, missä gn := g ◦ · · · ◦ g (n kpl) on kuvauksen g n:s iteraatti. Vastaavasti pis-
te z2 on poistyöntävä, jos limn−→∞(g−1)n(z) = z2, kaikilla z 6= z1. Parabolisten
ja elliptisten kuvausten kiintopisteet taas ovat neutraaleja, minkä karakteristinen
vakio λ, |λ| = 1, kertoo.
Selvästi kuvauksen f (z) = λz puoleensavetävä kiintopiste on 0, kun |λ| ∈
(0, 1), ja ∞, kun |λ| > 1. Siten, valitsemalla konjugaattikuvaus h sopivasti (tar-
vittaessa siis h1 ◦ h, missä h1(z) = 1/z), saadaan mielivaltaisen hyperbolisen
kuvauksen puoleensavetävä kiintopiste kuvattua konjugaattikuvauksella - tilan-
teen vaatimuksista riippuen - kummaksi tahansa pisteistä 0 tai ∞!
Merkitään jatkossa kuvauksen g karakteristista vakiota λ =: λg. Lisäksi ole-
tetaan, että hyperbolisen Möbius-kuvauksen karakteristinen vakio λg ∈ (0, 1),
jolloin origo on kuvauksen f (z) = λgz puoleensavetävä kiintopiste. Tällöin kon-
jugaattikuvaus h vie kuvauksen g puoleensavetävän kiintopisteen z1 origoon,
vastaavasti poistyöntävän kiintopisteen z2 äärettömyyteen.
Rajoitetaan tarkastelu Möbius-kuvauksiin, jotka kuvaavat suljetun yksikkö-
kiekon itselleen. Möbius-kuvaukset g : D −→ D, ovat muotoa
g(z) = eiθ
z− a
1− az , |a| < 1, θ ∈ R.
Huomataan, että kyseiset kuvaukset ovat ei-vakioita sisäfunktioita: Möbius-kuvausten
ominaisuudet takaavat, että g on analyyttinen, kun z 6= 1a (huomaa, että 1a 6∈ D),
|g(z)| < 1 kaikilla z ∈ D ja g(T) = T.
Möbius-kuvauksen D −→ D kiintopisteiden lukumäärä ja sijainti kertoo
suoraan kyseisen kuvauksen tyypin. Tutkielman kannalta tärkein on tieto hy-
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perbolisen Möbius-kuvauksen D −→ D kiintopisteiden sijainnista: molemmat
kiintopisteet löytyvät yksikkökiekon reunalta T. Tämä nähdään mm. tarkastele-
malla hyperbolisen Möbius-kuvauksen g : D −→ D kanssa samaan konjugaat-
tiluokkaan kuuluvaa affiinia kuvausta h ◦ g ◦ h−1(z) = f (z) = λz, jonka kiinto-
pisteet ovat 0 ja ∞. Konjugaattikuvaus h kuvaa nämä Möbius-kuvauksen g kiin-
topisteiksi ja välttämättä yksikköympyrän reunalle, sillä h on Möbius-kuvaus
kiekolta puolitasolle. Samoin nähdään, että parabolisen kuvauksen ainoa kiin-
topiste sijaitsee yksikkökiekon reunalla T. Mainitaan lisäksi, että elliptinen ku-
vaus voidaan konjugoida kuvaukseksi, jolla on yksi kiintopiste kiekonD sisällä,
toinen ulkopuolella (mahdollisesti kiekon reunalla T).
Normalisoitu hyperbolinen Möbius-kuvaus φ : D −→ D
Mielivaltainen hyperbolinen Möbius-kuvaus D −→ D, jolla on kiintopisteet
z1, z2 ∈ T, voidaan aina konjugoida Möbius-kuvaukseksi D −→ D, jonka kiin-
topisteet ovat 1 ja −1, joista 1 on puoleensavetävä. Samaan konjugaattiluokkaan
kuuluvilla kuvauksilla on sama karakteristinen vakio, joten (yksikkökiekon) hy-
perbolisia Möbius-kuvauksia tutkittaessa riittääkin usein tutkia vain tätä eri-
koistapausta (so. kuvausta jonka kiintopisteet ovat 1 ja −1), jota voidaan kutsua
normalisoiduksi hyperboliseksi kuvaukseksi. Kyseisen kuvauksen erityisaseman
kannalta on syytä antaa sille tässä tutkielmassa oma symboli φ ja tarkastella sitä
lähemmin:
Olkoon φ : D −→ D hyperbolinen Möbius-kuvaus, jonka kiintopisteet ovat
1 ja −1, joista z = 1 on puoleensavetävä. Tällöin φ voidaan kirjoittaa muodossa
φ(z) =
z + r
1+ rz
= h−1 ◦Λφ ◦ h(z), 0 < r < 1, (2.8)
jossa Λφ(z) = λφz, h : D −→ U+ := {z ∈ C : Im z ≥ 0}, h(z) = i · 1−z1+z . Nyt
h−1(z) = i−zi+z ja voidaan laskea 0 < φ(0) = r =
1−λφ
1+λφ
< 1. Siis kuvauksen φ ka-
rakteristinen vakio λφ = 1−r1+r ∈ (0, 1).
Möbius-kuvauksena φ on analyyttinen alueessa C \ {−1/r}, erityisesti sulje-
tussa yksikkökiekossa. Sen käänteiskuvaukseksi saadaan φ−1(z) = z−r1−rz , jonka
kiintopisteet ovat −1 ja 1, joista z = −1 on puoleensavetävä. Kuvauksilla φ ja
φ−1 on siten (tavalliset) derivaatat jokaisessa yksikköympyrän T pisteessä. Ai-
emman tarkastelun (ks. yhtälö (2.7) ja sitä koskevat huomiot) nojalla tai suoraan
laskemalla saadaan
φ
′
(1) = (φ−1)
′
(−1) = 1− r
1+ r
= λφ ∈ (0, 1). (2.9)
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Käytetään jatkossa seuraavia merkintöjä kuvauksen φ iteraateille:
φk(z) := φ ◦ φ ◦ · · · ◦ φ︸ ︷︷ ︸
k kpl
(z) ja φ−k(z) := φ−1 ◦ φ−1 ◦ · · · ◦ φ−1︸ ︷︷ ︸
k kpl
(z), kun k ∈N
ja φ0(z) := id(z) = z. Nyt huomataan, että itse asiassa yhtälön (2.8) nojalla
φk(z) = h−1 ◦Λφ ◦ h ◦ h−1 ◦Λφ ◦ h · · · h−1 ◦Λφ ◦ h = h−1 ◦Λkφ ◦ h(z) =
z + rk
1+ rkz
on Möbius-kuvaus, jolle φk(0) = rk =
1−λkφ
1+λkφ
=: zk kaikilla k ∈ Z. Lisäksi
limk−→∞ φk(0) = 1 ja limk−→∞ φ−k(0) = −1 (reaaliakselia pitkin). Huomaa myös,
että zk > 0, kun k ≥ 1, ja zk < 0, kun k ≤ −1. Koska zk ∈ R, niin zk = zk. Edel-
leen z−k =
1−λ−kφ
1+λ−kφ
=
λkφ−1
λkφ+1
= −zk, |z−k| = |zk| ja |zk|2 = z2k kaikilla k ∈ Z. Nyt
voidaan kirjoittaa
φk(z) =
z + zk
1+ zkz
=
z− z−k
1− z−kz . (2.10)
(Jälkimmäinen muoto yllä olevassa yhtälössä on kirjoitettu jotta myöhemmin
määriteltävä funktio Bφ on selvemmin todettavissa Blaschken tuloksi.)
Huomataan vielä hyödyllinen yhtälö liittyen kuvauksen φ iteraatteihin:
φk(z)− zk = (1− z2k)
z
1+ zkz
= (1− |zk|2) z1− z−kz . (2.11)
Luvussa 3 tullaan näkemään, että kuvauksen φ iteraatit origossa, siis piste-
joukko {φk(0) : k ∈ Z} ⊂ D, muodostaa hyvin erityisen jonon!
2.2 Blaschken tulot
Jatketaan vielä sisäfunktioiden parissa ja määritellään seuraavaksi (äärelliset)
Blaschken tulot.
Määritelmä 2.12. Olkoon (zj)j∈N jono pisteitä yksikkökiekossaD siten, että zj 6=
0 kaikilla j ∈ N. Olkoot k ∈ N0 ja n ∈ N mielivaltaisia. Määritellään äärellinen
Blaschken tulo asettamalla kaikilla z ∈ D
Bn(z) := βzk
n
∏
j=1
|zj|
zj
zj − z
1− zjz , missä β ∈ C, |β| = 1. (2.13)
Möbius-kuvaus z 7→ zj−z1−zjz , missä zj ∈ D, kuvaa yksikkökiekon itselleen, sa-
moin kuin yksikkökiekon reunan itselleen. Näin ollen Bn ∈ H∞(D), |Bn(z)| < 1
kaikilla z ∈ D ja |Bn(ζ)| = 1 kaikilla ζ ∈ T. Siten jokainen äärellinen Blaschken
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tulo on sisäfunktio!
Lisäksi funktion Bn ainoat nollakohdat ovat pisteet zj sekä 0, jos k > 0. Huo-
maa, että funktiolla Bn voi olla korkeamman kertaluvun nollakohtia; Blaschken
tulon määritelmässä pisteiden zj ei tarvitse olla erillisiä kaikilla j ∈N.
Ennen kuin voidaan määritellä ääretön Blaschken tulo, tarvitaan tietoja tulon
suppenemiseen liittyen.
Olkoon (zj)j∈N jono yksikkökiekon pisteitä. Jos on olemassa δ > 0 siten, että
lim
n→∞
n
∏
j=1
|zj| = inf
n∈N
n
∏
j=1
|zj| ≥ δ > 0,
niin sanotaan, että tulo ∏∞j=1 |zj| suppenee.
Jatkossa mm. Blaschken ehdon testaamiseen sekä jonojen interpoloiviksi tun-
nistamiseen on hyötyä seuraavasta klassisesta tuloksesta.
Lemma 2.14. Olkoon (zj)j∈N ∈ D sellainen jono, että zj 6= 0 kaikilla j ∈ N. Tällöin
ehto ∑∞j=1(1− |zj|) < ∞ on yhtäpitävä sen kanssa, että tulo ∏∞j=1 |zj| suppenee.
Todistetaan tämä eli lasketaan kuinka suppenemisen tapauksessa summan
∑∞j=1(1− |zj|) arvo (tai sen yläraja) riippuu tulon ∏∞j=1 |zj| alarajasta. Tätä arvio-
ta tarvitaan myöhemmin. Oletetaan ensin, että ∏∞j=1 |zj| ≥ δ > 0. Eksponent-
tifunktion sarjaesityksestä ja geometrisen summan kaavan avulla nähdään, että
ex = ∑∞n=0
xn
n! ≤ ∑∞n=0 xn = 11−x kaikilla x ∈ (0, 1). Tällöin, jatkuvuuden nojalla,
kaikilla n ∈N pätee
n
∑
j=1
(1− |zj|) = ln exp
( n
∑
j=1
(1− |zj|)
)
= ln
n
∏
j=1
e1−|zj| ≤ ln 1
∏nj=1 |zj|
≤ ln 1
δ
< ∞.
Siten ∑∞j=1(1− |zj|) ≤ C, missä C := ln δ−1. Oletetaan kääntäen, että ∑∞j=1(1−
|zj|) ≤ C jollakin C < ∞. Nyt välttämättä limj−→∞ |zj| = 1. Siten tulon suppene-
mista tutkittaessa riittää ottaa huomioon vain ne jonon jäsenet, joille |zj| ≥ 1/2.
Väliarvolauseen nojalla ln 1x ≤ 2(1− x) kaikilla x ∈ [1/2, 1). Siten jatkuvuudesta
seuraa kaikilla n ∈N
n
∏
j=1
|zj| = exp
(
−
n
∑
j=1
ln
1
|zj|
)
≥ exp
(
− 2
n
∑
j=1
(1− |zj|)
)
≥ e−2C. (2.15)
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Siis alarajaksi δ voidaan valita e−2C, kun ∑∞j=1(1− |zj|) ≤ C.
Funktiojonolle ( f j(z))j∈N ⊂ H(D) saadaan samankaltainen tulos edellisen
lemman kanssa. Jätetään tämän todistus Rudinille ([19], Thm 15.6).
Lause 2.16. Olkoot funktiot f j sellaisia, että f j ∈ H(D) ja f j 6≡ 0, kaikilla j ∈ N.
Jos sarja ∑∞j=1 |1− f j(z)| suppenee tasaisesti kaikissa yksikkökiekon D kompakteissa os-
ajoukoissa, niin myös tulo ∏∞j=1 f j(z) =: f (z) suppenee tasaisesti kaikissa kompakteissa
joukoissa K ⊂ D. Siten f ∈ H(D).
Nyt voidaan antaa määritelmä äärettömille Blaschken tuloille.
Määritelmä 2.17. Oletetaan, että jonolle (zj)j∈N, zj ∈ D \ {0}, pätee Blaschken
ehto
∞
∑
j=1
(1− |zj|) < ∞. (2.18)
Asetetaan kaikilla k ∈N0 ja z ∈ D
B(z) := βzk
∞
∏
j=1
|zj|
zj
zj − z
1− zjz , missä β ∈ C, |β| = 1. (2.19)
Lausetta 2.16 hyödyntäen voidaan osoittaa, että B ∈ H∞(D): Selvästi funktio
bj(z) :=
|zj|
zj
zj−z
1−zjz ∈ H(D). Lisäksi kaikilla |z| ≤ r < 1 ja j ∈N pätee
|1− bj(z)| =
∣∣∣ zj(1− zjz)− |zj|(zj − z)
zj(1− zjz)
∣∣∣ = ∣∣∣ (zj + |zj|z)(1− |zj|)
zj(1− zjz)
∣∣∣
≤ |zj|(1+ |z|)
(1− |zj||z|)|zj| (1− |zj|) ≤
1+ r
1− r (1− |zj|).
Blaschken ehdon ollessa voimassa tästä seuraa, että sarja ∑∞j=1 |1− bj(z)| sup-
penee tasaisesti yksikkökiekon kompakteissa osajoukoissa. Lauseen 2.16 nojalla
tulo ∏∞j=1 bj(z) ja siten B(z) suppenee tasaisesti yksikkökiekon kompakteissa os-
ajoukoissa, joten B ∈ H(D). Selvästi ääretön Blaschken tulo B on rajoitettu ja
|B(z)| < 1 kaikilla z ∈ D. Tästä tietysti seuraa, että ‖B‖∞ ≤ 1.
Tutkitaan äärettömän Blaschken tulon arvoja vielä yksikkökiekon reunalla,
jotta voidaan todeta sen olevan sisäfunktio. Huomaa, että ei ole heti selvää pä-
teekö |B∗(eiθ)| = 1 melkein kaikilla θ ∈ [0, 2pi). Osoitetaan, että äärettömälle
Blaschken tulolle B kuitenkin pätee ‖B‖2 ≥ 1. Tällöin välttämättä |B∗(eiθ)| = 1
melkein kaikilla θ ∈ [0, 2pi), sillä edellä olevan perusteella ‖B‖2 ≤ ‖B‖∞ ≤ 1.
Osoitetaan haluttu normiepäyhtälö kaikille p ∈ [1,∞), sillä samaa tietoa funk-
tioille f ∈ Hp(D) tarvitaan tapauksen p = 2 lisäksi hetkeä myöhemmin. Normi
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näissä täydellisissä avaruuksissa Hp(D), kaikilla 1 ≤ p < ∞, on:
‖ f ‖p :=
(
sup
0<r<1
1
2pi
∫ 2pi
0
| f (reiθ)|p
)1/p
=
(
lim
r−→1−
1
2pi
∫ 2pi
0
| f (reiθ)|p
)1/p
. (2.20)
Avaruuden Hp(D), missä 1 ≤ p < ∞, määritelmäksi voidaan näin asettaa
Hp(D) = { f ∈ H(D) : ‖ f ‖p < ∞}.
Asetetaan gn(z) =
B(z)
Bn(z)
∈ H∞(D) kaikilla z ∈ D ja n ∈ N. Tässä B on kuten
määritelmässä 2.17 ja Bn(z) = βzk ∏nj=1
|zj|
zj
zj−z
1−zjz vastaava äärellinen Blaschken
tulo (ks. (2.13)). Olkoon 0 < r < 1. Nyt kaikilla n ∈N ja 1 ≤ p < ∞ pätee
lim
r−→1−
1
2pi
∫ 2pi
0
|gn(reiθ)|p dθ = lim
r−→1−
1
2pi
∫ 2pi
0
|B(reiθ)|p
|Bn(reiθ)|p dθ
= lim
r−→1−
1
2pi
∫ 2pi
0
|B(reiθ)|p dθ = ‖B‖pp, (2.21)
sillä |Bn(reiθ)| −→ 1 kaikilla n ∈ N, kun r −→ 1−. Koska |Bn(z)| ≥ |Bn+1(z)|
kaikilla z ∈ D ja n ∈ N, niin (|gn(z)|)n∈N on kasvava jono, jolle |gn(z)| −→ 1,
kun n −→ ∞. Monotonisen konvergenssin lause takaa, että nyt pätee
1 = lim
n−→∞
1
2pi
∫ 2pi
0
|gn(reiθ)|p dθ. (2.22)
Nyt, Hp-normin määritelmän (2.20) ja yhtälön (2.21) nojalla, kaikilla 0 < r < 1
ja 1 ≤ p < ∞ on voimassa
1 = lim
n−→∞
1
2pi
∫ 2pi
0
|gn(reiθ)|p dθ ≤ lim
n−→∞ sup0<r<1
1
2pi
∫ 2pi
0
|gn(reiθ)|p dθ
= lim
n−→∞ limr−→1−
1
2pi
∫ 2pi
0
|gn(reiθ)|p dθ = ‖B‖pp. (2.23)
Erityisesti ‖B‖2 ≥ 1, joten edellisten huomioiden nojalla B todella on sisäfunktio.
Szegön lauseen (ks. esim. [19], Thm 15.23) mukaan funktioiden f ∈ H1(D),
f 6≡ 0, nollakohtien z1, z2, . . . muodostama jono on lukumäärältään numeroituva
ja lisäksi toteuttaa Blaschken ehdon. Näin ollen tämä pätee myös avaruuksien
H2(D) ja H∞(D) funktioille. Siten Blaschken ehto (2.18) on paitsi riittävä, myös
välttämätön, jotta Blaschken tulo B ∈ H∞(D) olisi sisäfunktio. Nimittäin, jos
∑∞j=1(1− |zj|) = ∞, niin B ≡ 0 (tai vastaavasti voidaan sanoa, että Blaschken
tuloa ei ole määritelty).
Blaschken tulo liittyy oleellisesti avaruuksiin Hp(D), 1 ≤ p ≤ ∞. Seuraava
yhteys tunnetaan F. Rieszin lauseena (ks. esim. [19], Thm 17.10):
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Lemma 2.24. Olkoot f ∈ Hp(D), 1 ≤ p ≤ ∞ ja f 6≡ 0. Olkoon B jonon (zj)j∈N
määräämä Blaschken tulo, missä pisteet {zj}j∈N ⊂ D ovat funktion f nollakohdat.
Tällöin on olemassa funktio g ∈ H2(D), jolle pätee g(z) 6= 0 kaikilla z ∈ D, f =
B · g2/p ja lisäksi ‖ f ‖pp = ‖g‖22 kaikilla 1 ≤ p < ∞. Vastaavasti tapauksessa p = ∞
pätee f = Bg sopivalla g ∈ H∞(D) ja ‖ f ‖∞ = ‖g‖∞.
Todistus. Tapaus 1 ≤ p < ∞ saadaan suoraan edellä olevasta todistuksesta, jos-
sa Blaschken tulo todettiin sisäfunktioksi: Olkoon B funktion f nollakohdista
muodostettu ääretön Blaschken tulo ja Bn(z) = zk ∏nj=1
zj−z
1−zjz vastaava äärellinen
Blaschken tulo (termi zk sama kuin Blaschken tulossa B).
Asetetaan g2/p(z) = f (z)B(z) ja g
2/p
n (z) =
f (z)
Bn(z)
kaikilla 1 ≤ p < ∞. Nyt g(z) 6= 0
kaikilla z ∈ D ja (|g2/pn (z)|)n∈N on kasvava jono, jolle
|g2/pn (z)| −→ | f (z)||B(z)| =
∣∣g2/p(z)∣∣, kun n −→ ∞.
Olkoon 0 < r < 1. Monotonisen konvergenssin lausetta käyttäen saadaan nyt
lim
n−→∞
1
2pi
∫ 2pi
0
|g2/pn (reiθ)|p dθ = 12pi
∫ 2pi
0
|g2/p(reiθ)|p dθ.
Edellä lasketut yhtälöt (2.21) ja (2.23) kelpaavat sellaisinaan, kun korvataan niis-
sä funktio g funktiolla g2/p ja B funktiolla f ∈ Hp(D), f 6≡ 0. Nyt siis ‖g2/pn ‖pp =
‖gn‖22 = ‖ f ‖pp ja
1
2pi
∫ 2pi
0
|g2/p(reiθ)|p dθ ≤ ‖ f ‖pp kaikilla 0 < r < 1,
joten ‖g‖22 ≤ ‖ f ‖pp. Siten g ∈ H2(D). Toisaalta, kaikilla z ∈ D pätee | f (z)|p =
|B(z)g2/p(z)|p ≤ |g(z)|2, josta seuraa ‖ f ‖pp ≤ ‖g‖22, joten todella ‖ f ‖pp = ‖g‖22.
Huomaa, että tämä tarkoittaa ‖ f /B‖p = ‖ f ‖p (tai ‖ f ‖p = ‖B f ‖p) kaikilla
f ∈ Hp(D), 1 ≤ p < ∞.
Todistetaan vielä tapaus p = ∞, sillä sitä tarvitaan seuraavassa luvussa. Ol-
koon f ∈ H∞(D) ja Blaschken tulot B, Bn ∈ H∞(D) kuten yllä. Maksimiperiaat-
teen nojalla kaikilla 0 < r < 1 pätee max|z|≤r | f (z)| = | f (reiθ)| jollain θ ∈ [0, 2pi).
Lisäksi |Bn(reiθ)| −→ 1 tasaisesti, kun r −→ 1−: Olkoon 0 < |z| = r < 1. Nyt
kaikilla n ∈N pätee
1 > |Bn(reiθ)| = rk
n
∏
j=1
∣∣∣ zj − z
1− zjz
∣∣∣ = rk n∏
j=1
|zj − reiθ |∣∣ 1
r e
iθ
∣∣|re−iθ − zj · r2|
= rk+1
n
∏
j=1
|zj − reiθ |
|re−iθ − zj · r2| , missä k ∈N0,
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joten
∣∣|Bn(reiθ)| − 1∣∣ = 1− rk+1 n∏
j=1
|zj − reiθ |
|re−iθ − zj · r2|
r−→1−−→ 1− |zj − e
iθ |
|e−iθ − zj| = 0.
Siispä kaikilla n ∈N on voimassa
|gn(reiθ)| = | f (re
iθ)|
|Bn(reiθ)| ≤ supθ∈R
lim
r−→1−
| f (reiθ)|
|Bn(reiθ)| = supθ∈R
lim
r−→1−
| f (reiθ)| = ‖ f ‖∞.
Näin ollen ‖g‖∞ ≤ ‖ f ‖∞. Lisäksi kaikilla z ∈ D pätee | f (z)| = |B(z)g(z)| ≤
|g(z)|, joten ‖ f ‖∞ ≤ ‖g‖∞.
Seuraavassa luvussa, Hankel-operaattoreiden yhteydessä tulevan Neharin lauseen
todistuksessa tarvitaan myös Rieszin faktorisaatiolausetta, joka antaa vahvan yh-
teyden avaruuksien H1(D) ja H2(D) välille. Nimittäin,
f ∈ H1(D), jos ja vain jos f = gh, missä g, h ∈ H2(D) ja ‖ f ‖1 ≤ ‖g‖2‖h‖2.
(2.25)
Jos g, h ∈ H2(D), niin gh ∈ H1(D) ja Cauchy-Schwarzin epäyhtälöllä ‖g · h‖1 ≤
‖g‖2‖h‖2. Käytetään toisen suunnan osoittamiseen lemmaa 2.24: Olkoon f ∈
H1(D). Nyt voidaan kirjoittaa f (z) = f1(z)B(z), missä f1 ∈ H1(D), ‖ f1‖1 =
‖ f ‖1 ja f1(z) 6= 0 kaikilla z ∈ D. Tällöin funktiolla f1 on analyyttinen neliöjuuri,
toisin sanoen on olemassa funktio g ∈ H(D) siten, että f1 = g2 ja lisäksi g(z) 6= 0
kaikilla z ∈ D. Nyt ‖ f1‖1 = 12pi
∫ 2pi
0 |g(eiθ)|2 dθ = ‖g‖22 ja siten g ∈ H2(D). Siispä
f = f1B = g · gB, missä gB ∈ H2(D). Näin ollen
‖g‖22 = ‖ f1‖1 = ‖ f ‖1 = ‖g · gB‖1 ≤ ‖g‖2‖gB‖2,
joten ‖gB‖2 = ‖g‖2 ja siten g, gB ∈ H2(D) ovat halutut funktiot.
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3 Interpoloivat jonot
Tämän luvun tehtävänä on osoittaa Carlesonin ehdon avulla, että hyperbolisen
Möbius-kuvauksen φ : D −→ D iteraatit (φk(0))k∈Z origossa muodostavat inter-
poloivan jonon. Luvun lopussa paljastuu, että kyseisen jonon määräämä Blasch-
ken tulo on myöhemmin käyttöön tulevan hyperbolisen Möbius-kuvauksen in-
dusoiman kompositio-operaattorin Cφ : H2(D) −→ H2(D), missä f 7−→ f ◦ φ,
ominaisvektori.
Yksinkertaistuksen vuoksi annetaan interpoloivien jonojen määritelmä ja Car-
lesonin lauseen todistus indeksijoukolle N.
Määritelmä 3.1. Olkoon (zj)j∈N jono yksikkökiekon D pisteitä. Jono (zj)j∈N
on interpoloiva, jos jokaiselle rajoitetulle jonolle (cj)j∈N on olemassa funktio f ∈
H∞(D) siten, että f (zj) = cj kaikilla j ∈N.
Määritelmästä nähdään, että jono (zj)j∈N on interpoloiva, jos ja vain jos line-
aarinen kuvaus f T7−→ ( f (zj))j∈N =: (cj)j∈N ∈ l∞(N) on surjektio H∞(D) −→
l∞(N).
Koska ‖c‖∞ = ‖T f ‖∞ = supj∈N | f (zj)| ≤ ‖ f ‖∞, niin T on jatkuva ja ‖T‖ ≤ 1.
Toisaalta, vakiokuvaus 1 : z 7−→ 1 kuuluu avaruuteen H∞(D), ‖1‖∞ = 1 ja
‖T1‖∞ = 1, joten ‖T‖ = 1. Nyt, jatkuvan kuvauksen
T : H∞(D) −→ l∞(N), f 7−→ ( f (zj))j∈N
surjektiivisuudesta ja avoimen kuvauksen lauseesta seuraa, että on olemassa vakio
0 < m < ∞ siten, että kaikille c ∈ l∞(N) löytyy f ∈ H∞(D), jolle ‖ f ‖∞ ≤
m‖c‖∞, missä c = T f .
Interpoloiva jono on Möbius-invariantti, toisin sanoen jono (g(zj))j∈N, missä
g : D −→ D on Möbius-kuvaus, on interpoloiva aina kun (zj)j∈N on interpoloi-
va jono. Nimittäin, jos f ∈ H∞(D) on funktio, jolle f (zj) = cj kaikilla j ∈N, kun
(cj)j∈N on rajoitettu jono, niin selvästi funktio f ◦ g−1 ∈ H∞(D) toteuttaa inter-
poloinnin jonolle (g(zj))j∈N. Tätä tietoa käytetään luvun viimeisessä lauseessa
3.9.
Todistetaan seuraavaksi Carlesonin lause. Idea tämän todistuksen jälkimmäi-
seen suuntaan on alkujaan peräisin Peter Jonesilta, [9]. Todistus esitetään tässä
Przemyslaw Wojtaszczykin versiota ([23], Thm III.E.4) seuraten, jota myös Jo-
nathan Partington ([14], Thm 2.5.12) mukailee. Todistuksesta selviää lisäksi, että
22
interpoloiva jono välttämättä toteuttaa myös Blaschken ehdon! Blaschken tuloja
ei siis voi välttää interpoloivien jonojen yhteydessä.
Tämän kuuluisan lauseen ehtoon (3.3) viitataan usein Carlesonin ehtona.
Lause 3.2. Jono (zj)j∈N ⊂ D on interpoloiva, jos ja vain jos kaikilla k ∈ N ja jollakin
δ > 0 pätee
∏
j∈N,j 6=k
∣∣∣ zj − zk
1− zjzk
∣∣∣ ≥ δ > 0. (3.3)
Todistus. Olkoon (zj)j∈N interpoloiva jono. Voidaan olettaa, että 0 < |zj| < 1
kaikilla j ∈ N – yhden pisteen poistaminen ei vaikuta interpoloivuuteen. Täl-
löin, kuten aiemmin todettiin, on olemassa vakio m > 0 siten, että kaikille jo-
noille c := (cj)j∈N ⊂ l∞(N) löytyy funktio f ∈ H∞(D), jolle ‖ f ‖∞ ≤ m‖c‖∞
ja f (zj) = cj kaikilla j ∈ N. Olkoon kaikilla k ∈ N jono (ckj )j∈N =: ck sellai-
nen, että sen k:s jäsen on 1, muut nollia. Siis (ck)k∈N on tavanomainen kanta-
jono avaruudessa c0. Tällöin kaikilla k ∈ N on olemassa fk ∈ H∞(D) siten,
että fk(zj) = ckj = 1, kun j = k, ja fk(zj) = 0 muutoin. Lisäksi ‖ fk‖∞ ≤ m
kaikilla k ∈ N, sillä ‖ck‖∞ = 1. Olkoon Bk Blaschken tulo, jonka nollakoh-
dat ovat interpoloivan jonon (zj)j∈N jäsenet pistettä zk lukuunottamatta. Siis
Bk(z) = ∏j∈N,j 6=k
|zj|
zj
zj−z
1−zjz . Lemman 2.24 nojalla voidaan kirjoittaa fk = Bkgk, jol-
loin 1 = fk(zk) = Bk(zk)gk(zk), missä gk ∈ H∞(D), gk(zj) 6= 0, kun j 6= k. Lisäksi
‖gk‖∞ = ‖ fk‖∞ ≤ m. Siispä kaikilla k ∈N pätee
∏
j∈N,j 6=k
∣∣∣ zj − zk
1− zjzk
∣∣∣ = |Bk(zk)| ≥ 1‖gk‖∞ ≥ 1m
ja väitteen ensimmäinen suunta on todistettu.
Oletetaan sitten, että epäyhtälö (3.3) pätee. Jonon (zj)j∈N interpoloivuuden
osoittamiseksi etsitään rajoitettu ja lineaarinen operaattori S : l∞(N) −→ H∞(D)
siten, että (Sc)(zj) = cj kaikilla j ∈ N, missä c := (cj)j∈N ∈ l∞(N). Tällöin TS :
l∞(N) −→ l∞(N) on selvästi identiteettikuvaus ja nyt jokainen c := (cj)j∈N ∈
l∞(N) voidaan kirjoittaa muodossa T(Sc) = c. Siis T : H∞(D) −→ l∞(N),
T f =
(
f (zj)
)
j∈N, on surjektio ja siten (zj)j∈N on interpoloiva jono.
Osoitetaan ensin, että todistuksessa voidaan tarkastella tilannetta, missä in-
terpoloivuus todistetaan jonolle (zj)j∈N, jossa zj 6= 0 kaikilla j ∈ N. Olkoon siis
(zj)j∈N tällainen jono. Jos jono (zj)j∈N ∪ {0} on interpoloiva, niin selvästi myös
jono (zj)j∈N on interpoloiva. Olkoon nyt (cj)j∈N mielivaltainen, rajoitettu jono.
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Tällöin jono ( cj−c0zj )j∈N =: (dj)j∈N, missä c0 on mikä tahansa vakio, on myös ra-
joitettu. Oletetaan, että löytyy funktio g ∈ H∞(D), jolle g(zj) = dj kaikilla j ∈N,
ja että on olemassa rajoitettu ja lineaarinen operaattori S : l∞(N) −→ H∞(D)
siten, että Sd = g. Siis kaikilla j ∈ N pätee g(zj) = (Sd)(zj) = dj, missä
zj 6= 0. Mutta nyt funktiolle f (z) := z · g(z) + c0 pätee f (zj) = cj, kaikilla
j ∈ N ja f (0) = c0. Lisäksi f ∈ H∞(D), joten f toteuttaa interpoloinnin jo-
nolle (zj)j∈N ∪ {0}. Operaattori S on lineaarinen ja rajoitettu, jolle
Sd = S
(( cj − c0
zj
)
j∈N
)
= g =
f − c0
z
,
joten operaatio, joka tuottaa funktion f on myös lineaarinen ja rajoitettu:
S
(
(cj)j∈N
)
= S
(
(zjdj + c0)j∈N
)
= zg + c0 = f .
Siten tapaus, missä interpoloivana jonona on (zj)j∈N, jossa zk = 0 jollain indek-
sillä k ∈N, voidaan palauttaa tilanteeseen missä zj 6= 0 kaikilla j ∈N.
Riittää siis tarkastella jonoja (zj)j∈N, joille |zj| > 0 kaikilla k ∈N. Järjestetään
jonon alkiot siten, että 0 < |z1| ≤ |z2| ≤ · · · . Huomataan ensin, että ehdon (3.3)
toteuttavat jonot toteuttavat välttämättä Blaschken ehdon: Suoralla laskulla voi-
daan todeta, että |zj− zk|2 = |zj|2 + |zk|2− 2Re(zjzk). Tästä saatavaa identiteettiä
1−
∣∣∣ zj − zk
1− zjzk
∣∣∣2 = 1− 2Re zjzk + |zj|2|zk|2 − (|zj|2 + |zk|2 − 2Re(zjzk))|1− zjzk|2
=
(1− |zj|2)(1− |zk|2)
|1− zjzk|2 , (3.4)
tietoa 1 −
∣∣∣ zj−zk1−zjzk ∣∣∣2 ≤ 2(1 − ∣∣∣ zj−zk1−zjzk ∣∣∣) kaikilla zj, zk ∈ D ja lemmaa 2.14 käyt-
täen tiedetään nyt, että sarja ∑∞j=1,j 6=k
(1−|zj|2)(1−|zk |2)
|1−zjzk |2 suppenee. Olkoon k ∈ N
kiinnitetty, |zk| = rk ∈ [0, 1). Nyt kaikilla j ∈N, j 6= k, pätee arvio
(1− |zk|2)(1− |zj|2)
|1− zjzk|2 ≥
(1− |zk|2)(1− |zj|2)
(1+ |zj||zk|)2 ≥
1− r2k
4
(1−|zj|2) ≥ 1− rk4 (1−|zj|)
ja siten myös sarja ∑∞j=1(1− |zj|) suppenee eli Blashken ehto toteutuu tarkastel-
tavalle jonolle.
Osoitetaan, että haluttu operaattori S : l∞(N) −→ H∞(D) on muotoa Sc =
∑∞k=1 ck fk, kun funktiot fk on valittu ”sopivasti”. Tällaiset funktiot löydetäänkin
tuttujen Blaschken tulojen Bk(z) = ∏j∈N,j 6=k
|zj|
zj
zj−z
1−zjz , k ∈N, avulla.
Asetetaan
fk(z) =
(1− |zk|2
1− zkz
)2 Bk(z)
Bk(zk)
exp
(
gk(zk)− gk(z)
)
, (3.5)
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missä gk(z) = ∑∞j=k(1 − |zj|2) 1+zjz1−zjz . Huomaa, että fk(zj) = 1, kun k = j, ja
fk(zj) = 0 kaikilla k 6= j. Lasketaan seuraavaksi funktion gk reaaliosa ja osoi-
tetaan, että (positiiviterminen) sarja Re gk(z) suppenee kaikissa pisteissä z ∈ D
ja lisäksi on olemassa vakio Cδ < ∞ siten, että Re gk(zk) ≤ Cδ kaikilla k ∈ N.
Tätä tietoa käytetään osoittamaan, että ∑∞k=1 | fk(z)| on rajoitettu kaikilla z ∈ D,
joka johtaakin todistuksen loppuun.
Kirjoitetaan gk(z) muodossa, josta sen reaali- ja imaginaariosat ovat helposti
erotettavissa. (Tässä z = |z|eiθ ja zj = |zj|eiθj .)
gk(z) =
∞
∑
j=k
(1− |zj|2)
1+ zjz
1− zjz =
∞
∑
j=k
(1− |zj|2)
1+ zjz
|1− zjz|2 (1− zjz)
=
∞
∑
j=k
1− |zj|2
|1− zjz|2
(
1− zjz + zjz− |zj|2|z|2
)
,
missä −zjz + zjz = i · 2 · Im(zjz) ∈ iR. Siispä
Re gk(z) =
∞
∑
j=k
(1− |zj|2)(1− |zj|2|z|2)
|1− zjz|2 ≥ 0.
Olkoot z ∈ D, |z| = r ∈ (0, 1), ja indeksi k ∈N kiinnitetty. Tällöin kaikilla j ∈N
on voimassa
(1− |zj|2)(1− |zj|2|z|2)
|1− zjz|2 ≤
(1− |zj|2)(1− |z|2|z|2)
(1− |zj||z|)2 ≤ 2(1− |zj|)
1+ |z||z|
1− |zj||z|
≤ 4
1− r (1− |zj|).
Koska ∑∞j=1(1− |zj|) < ∞, niin yllä olevan yhtälön avulla päätellään, että
Re gk(z) =
∞
∑
j=k
(1− |zj|2)(1− |zj|2|z|2)
|1− zjz|2 < ∞. (3.6)
Erityisesti
Re gk(zk) =
∞
∑
j=k
(1− |zj|2)(1− |zj|2|zk|2)
|1− zjzk|2 ≤ 2
∞
∑
j=k
(1− |zj|2)(1− |zk|2)
|1− zjzk|2 ,
missä epäyhtälö seuraa siitä, että kaikilla k ≤ j on voimassa 0 < |zk| ≤ |zj| < 1
ja siten pätee 1− |zk|2|zj|2 ≤ 1− |zk|4 ≤ 2(1− |zk|2).
Edellä laskettua identiteettiä (3.4) käyttäen voidaan kirjoittaa
Re gk(zk) ≤ 2
∞
∑
j=k
(
1−
∣∣∣ zj − zk
1− zjzk
∣∣∣2) = 2 ∞∑
j=k
(
1− |bj(zk)|2
)
= 2+ 2
∞
∑
j=k+1
(
1− |bj(zk)|2
)
, missä bj(z) =
|zj|
zj
zj − z
1− zjz . (3.7)
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Helposti nähdään, että kaikilla a > −1 pätee 0 < 1+ a ≤ ea, joten e−a ≤ 11+a
ja edelleen e−(b2−1) ≤ 1b2 kaikilla b > 0. Tästä, ottamalla logaritmi puolittain,
seuraa epäyhtälö 1− b2 ≤ −2 ln b, jota voidaan käyttää yhtälöön (3.7). Logarit-
mifunktion kasvavuus johtaa arvioon
Re gk(zk) ≤ 2− 4
∞
∑
j=k+1
ln |bj(zk)| = 2− 4 ln
∣∣∣ ∞∏
j=k+1
bj(zk)
∣∣∣
≤ 2− 4 ln
∣∣∣ ∞∏
j=1,j 6=k
bj(zk)
∣∣∣ ≤ 2− 4 ln δ =: Cδ, δ > 0. (3.8)
Viimeinen arvio yllä tuli oletuksesta (3.3), jonka nojalla on olemassa δ > 0
siten, että 1 > ∏∞j=1,j 6=k |bj(zk)| ≥ δ.
Osoitetaan tämän avulla, että ∑∞k=1 | fk(z)| saa pisteestä z ∈ D riippumatto-
man ylärajan: Selvästi kaikilla z ∈ D pätee∣∣∣1− |zk|2
1− zkz
∣∣∣2 ≤ (1− |zk|2)1− |zk|2|z|2|1− zkz|2 .
Lisäksi voidaan kirjoittaa
(1− |zk|2)1− |zk|
2|z|2
|1− zkz|2 =
∞
∑
j=k
(1− |zj|2)
1− |zj|2|z|2
|1− zjz|2 −
∞
∑
j=k+1
(1− |zj|2)
1− |zj|2|z|2
|1− zjz|2
= Re gk(z)− Re gk+1(z).
Funktion fk määritelmästä (3.5) seuraa, että kaikilla k ∈N
| fk(z)| ≤
(
Re gk(z)− Re gk+1(z)
) · δ−1 · exp Cδ · exp (− Re gk(z)),
missä aiempien arvioiden lisäksi on jälleen käytetty yhtälöä (3.3):∣∣∣ Bk(z)
Bk(zk)
∣∣∣ ≤ 1
∏j∈N,j 6=k
∣∣ zj−zk
1−zjzk
∣∣ ≤ 1δ , kaikilla z ∈ D.
Osoitetaan, että sarja
δ−1 · exp Cδ
∞
∑
k=1
(
Re gk(z)− Re gk+1(z)
) · exp (− Re gk(z)) =: R(z)
suppenee kaikilla z ∈ D. Muistetaan epäyhtälö ea ≥ a + 1, kun a > −1, jolloin
R(z) ≤ exp Cδ
δ
∞
∑
k=1
(
exp
(
Re gk(z)− Re gk+1(z)
)− 1) exp (− Re gk(z))
(3.8)
=
e2
δ5
∞
∑
k=1
(
exp
(− Re gk+1(z))− exp (− Re gk(z))) =: e2δ5 · Ek(z).
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Lisäksi kaikilla z ∈ D pätee limk−→∞ Re gk+1(z) = 0, sillä kyseessä on suppene-
van sarjan (ks. (3.6)) jäännöstermi. Nyt
Ek(z) = e−Re g2(z) − e−Re g1(z) + e−Re g3(z) − e−Re g2(z) + · · ·
= − exp (− Re g1(z))+ lim
k−→∞
e−Re gk+1(z) = 1− exp (− Re g1(z)) ≤ 1.
Kaiken kaikkiaan on osoitettu, että ∑∞k=1 | fk(z)| ≤ e
2
δ5
ja siten on löydetty (sel-
västi lineaarinen) operaattori S : l∞(N) −→ H∞(D), Sc = ∑∞k=1 ck fk, jolle pätee
(Sc)(zj) = cj kaikilla j ∈N. Lisäksi S on rajoitettu:
‖S‖ = sup
‖c‖≤1
{‖Sc‖∞} = sup
‖c‖≤1
sup
z∈D
{∣∣∣ ∞∑
k=1
ck fk(z)
∣∣∣} ≤ sup
z∈D
∞
∑
k=1
| fk(z)| ≤ e
2
δ5
.
Nyt voidaan osoittaa, että hyperbolisen Möbius-kuvauksenD −→ D iteraatit
origossa muodostavat interpoloivan jonon. Määritelmä 3.1 ja ehto (3.3) pätevät
sellaisinaan myös indeksijoukolle Z, johon nyt siirrytään.
Lause 3.9. Jono (zj)j∈Z, jossa zj = φj(0), on interpoloiva, kun φ on hyperbolinen
kuvaus D −→ D.
Todistus. Todistetaan lause erikoistapauksessa, kun φ on normalisoitu hyper-
bolinen Möbius-kuvaus. Yleinen tapaus seuraa interpoloivien jonojen Möbius-
invarianssin nojalla. Olkoon siis φ : D −→ D hyperbolinen Möbius-kuvaus,
jonka kiintopisteet ovat −1 ja 1. Kun muistetaan, että zj = φj(0) = 1−λ
j
φ
1+λjφ
∈ R,
niin kaikilla j 6= k, missä k ∈ Z on kiinnitetty, pätee
zj − zk
1− zjzk =
1−λjφ
1+λjφ
− 1−λ
k
φ
1+λkφ
1− 1−λ
j
φ
1+λjφ
· 1−λ
k
φ
1+λkφ
=
λkφ − λjφ
λkφ + λ
j
φ
=
λ
k−j
φ − 1
λ
k−j
φ + 1
=:
λnφ − 1
λnφ + 1
, n ∈ Z, n 6= 0. (3.10)
Lisäksi voidaan olettaa, että λφ < 1. Kirjoitetaan
∑
j∈Z,j 6=k
(
1−
∣∣∣ zj − zk
1− zjzk
∣∣∣) ≤ −1∑
n=−∞
(
1−
∣∣∣λnφ − 1
λnφ + 1
∣∣∣)+ ∞∑
n=1
(
1−
∣∣∣λnφ − 1
λnφ + 1
∣∣∣) =: S1+S2.
Kaikilla n < 0 on λnφ > 1, joten 1−
∣∣∣λnφ−1λnφ+1 ∣∣∣ = 2λnφ+1 < 2λnφ . Geometrisen summan
kaavan avulla
S1 <
−1
∑
n=−∞
2
λnφ
= 2
∞
∑
n=1
λnφ =
2λφ
1− λφ <
2
1− λφ .
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Toisaalta, kun n > 0, niin λnφ < 1. Siten 1−
∣∣∣λnφ−1λnφ+1 ∣∣∣ = 2λnφλnφ+1 < 2λnφ. Näin ollen
S2 < 2
∞
∑
n=1
λnφ <
2
1− λφ .
Nyt siis
∑
j∈Z,j 6=k
(
1−
∣∣∣ zj − zk
1− zjzk
∣∣∣) = S1 + S2 < 41− λφ =: Cφ. (3.11)
Lemman 2.14 ja sen jälkeisen huomion nojalla myös tulo ∏j∈Z,j 6=k
∣∣ zj−zk
1−zjzk
∣∣ sup-
penee. Lisäksi kaikilla k ∈ Z tulon alarajaksi saadaan
∏
j∈Z,j 6=k
∣∣∣ zj − zk
1− zjzk
∣∣∣ ≥ e−2Cφ = exp( 8
λφ − 1
)
=: δ > 0.
Siispä jono (zj)j∈Z, missä zj = φj(0) ja φ : D −→ D on normalisoitu hyperboli-
nen kuvaus, on interpoloiva lauseen 3.2 nojalla.
Olkoon φ˜ : D −→ D mielivaltainen hyperbolinen Möbius-kuvaus. Nyt on
olemassa Möbius-kuvaus g siten, että g ◦ φ˜(−1) = −1 ja g ◦ φ˜(1) = 1, joten g ◦ φ˜
on normalisoitu hyperbolinen Möbius-kuvaus. Interpoloivien jonojen Möbius-
invarianssin nojalla tulos yleistyy kuvaukselle g−1 ◦ gφ˜ = φ˜.
Olkoon φ : D −→ D normalisoitu hyperbolinen kuvaus, joten φk(z) = z+zk1+zkz ,
missä zk = φk(0) ja −zk = z−k ∈ R kaikilla k ∈ Z. Yllä olevasta lauseesta seuraa,
että (zk)k∈Z,k 6=0 on myös Blaschken jono. Määritellään nyt Blaschken tuloksi Bφ
(jatkossa Bφ tarkoittaa aina näin määriteltyä funktiota)
Bφ(z) = z ∏
k∈Z,k 6=0
|z−k|
z−k
(
z− z−k
1− z−kz
)
= z ∏
k∈Z,k 6=0
|zk|
−zk
(
z + zk
1+ zkz
)
=: ∏
k∈Z
αkφk(z),
(3.12)
missä α0 = 1 ja αk =
|zk |
zk
kaikilla k ∈ Z \ {0}. Selvästi αk = 1, kun k > 0 ja αk =
−1, kun k < 0. (Itse asiassa kertoimet |zk |zk tulossa
|zk+1|
zk+1
· φ−(k+1) |zk |zk · φ−k · · ·
|z−k |
z−k ·
φk · |z−(k+1)|z−(k+1) · φk+1 · · · järjesteltiin uudelleen yksinkertaistamisen vuoksi.) Funk-
tion Bφ nollakohdat ovat nyt jonon (zk)k∈Z pisteet.
Edelleen huomataan, että Bφ ◦ φ(z) = ∏k∈Z αkφk+1(z), missä αk = 1 kaikilla
k ≥ 0 ja αk = −1 kaikilla k ≤ −1. Voidaankin laskea, että funktiolle Bφ pätee:
Bφ ◦ φ = −Bφ, (3.13)
kun φ on normalisoitu hyperbolinen Möbius-kuvaus D −→ D. Todistetaan yh-
tälö (3.13):
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Bφ ◦ φ = · · · α−1φ0 · α0φ1 · α1φ2 · · · = ∏
k∈Z
αk
αk+1
αk+1φk+1
= lim
K−→∞
α−K
( K
∏
k=−K
αkφk
) 1
αK
= −1 ·∏
k∈Z
αkφk = −Bφ.
Tämä tietysti tarkoittaa, että funktio Bφ on (seuraavassa luvussa määritelmän
saavan) kompositio-operaattorin Cφ ominaisvektori, jota vastaava ominaisarvo on
−1.
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4 Operaattoreista
Tutkielma etenee tutkielman kannalta oleellisiin operaattoreihin, jotka määritel-
lään tässä luvussa. Erityishuomion saavat sekä painotetut siirto-operaattorit, et-
tä luonnollisesti hyperboliset kompositio-operaattorit, joiden molempien spektri
on tarkastelun kohteena. Johdatteluksi ja kertaukseksi esitetään yleisiä – ja tut-
kielmassa myöhemmin käytettäviä – tietoja operaattoreista ja niiden spektristä.
Tässä luvussa H0 ja H ovat aina Hilbertin avaruuksia, ellei toisin mainita. To-
sin, useat määritelmät ja tulokset yleistyvät sellaisinaan Banachin avaruuksiin.
Siirto-, Hankel- ja kompositio-operaattoreiden perusteoriaa Hardyn avaruudes-
sa H2 löytyy mm. Ruben A. Martínez-Avendañon ja Peter Rosenthalin kirjasta,
[10], ja operaattoreista yleisesti funktioavaruuksissa mm. Kehe Zhulta, [25]. Ku-
ten tavallista, merkitään jatkuvien ja lineaaristen operaattorien H0 −→ H jouk-
koa L(H0,H) ja mikäli H0 = H, niin käytetään merkintää L(H).
Merkitään edelleen (yleisesti) Hilbertin avaruuden sisätuloa (·, ·) – avaruus
ja sen sisätulo selviävät asiayhteydestä. Muistetaan, että operaattorin T ∈ L(H)
adjungaatti on operaattori T∗ ∈ L(H), jolle pätee (T f , g) = ( f , T∗g) kaikilla
f , g ∈ H ja ‖T‖ = ‖T∗‖.
Määritelmä 4.1. Operaattori T ∈ L(H,H0) on kääntyvä, jos on olemassa jatkuva
ja lineaarinen operaattori S ∈ L(H0,H) siten, että ST = I = TS.
Merkitään avaruudessa H kääntyvien operaattoreiden joukkoa
G(H) = {T ∈ L(H) : T on kääntyvä operaattori}.
Avoimen kuvauksen lause takaa jatkuvan operaattorin T ∈ L(H,H0) kään-
tyvyyden aina, kun T on bijektio ja H,H0 ovat täydellisiä avaruuksia.
Operaattoreiden similaarisuus ja unitaarinen ekvivalenssi yksinkertaistavat
jatkossa tarkasteltavia tilanteita mm. spektrin osalta.
Määritelmä 4.2. Operaattori T ∈ L(H0) on similaarinen operaattorin S ∈ L(H)
kanssa, jos löytyy kääntyvä operaattori V : H −→ H0 siten, että
S = V−1TV. (4.3)
Sanotaan, että operaattori U ∈ L(H) on unitaarinen, jos UU∗ = U∗U = I ja
‖U‖ = 1. Tässä tapauksessa siis operaattorin U adjungaatille U∗ ∈ L(H) pätee
U∗ = U−1.
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Määritelmä 4.4. Olkoot S ∈ L(H0) ja T ∈ L(H). Operaattorit S ja T ovat uni-
taarisesti ekvivalentit, jos löytyy unitaarinen operaattori U ∈ L(H0,H), joka on
surjektio ja TU = US eli S = U∗TU.
Lukija voi yksinkertaisella laskulla tarkistaa, että operaattoreiden T1 ja T2 si-
milaarisuudesta seuraa niiden adjungaattien T∗1 ja T
∗
2 similaarisuus.
Muistetaan vielä, että jos H0 ⊂ H ja f ∈ H, niin f ⊥ H0 aina ja vain kun
( f , g) = 0 kaikilla g ∈ H0. Seuraava on tärkeä (pelkästään) Hilbertin ava-
ruuksien ominaisuus: Olkoon M Hilbertin avaruuden H suljettu aliavaruus.
Tällöin H voidaan kirjoittaa avaruuksien M ja M⊥ := { f ∈ H : ( f , g) =
0 kaikilla g ∈ M} suorana summana, H =M⊕M⊥. Muista, että suljetut ali-
avaruudet M,M⊥ ⊂ H ovat myös Hilbertin avaruuksia! Tähän liittyy oleelli-
sesti ortogonaalisten projektioiden käsite:
Määritelmä 4.5. Olkoon H =M⊕M⊥ Hilbertin avaruus. Tällöin kaikille h ∈
H pätee h = Ph + Qh, missä P : H → M ja Q : H → M⊥ ovat ortogonaalisia
projektioita. Toisin sanoen Ph ⊥ Qh kaikilla h ∈ H. Lisäksi P f = f kaikilla
f ∈ M, Q f = f kaikilla f ∈ M⊥ ja ‖P‖ = ‖Q‖ = 1. Projektioille (myös
yleisesti) pätee P2 = P ja PQ = QP = 0.
Usein vastaan tuleva ortogonaalinen projektio Hardyn avaruutta H2 tarkas-
teltaessa on seuraava:
Esimerkki 4.6. Muistetaan, että L2(T) = H2(T) ⊕ H2(T)⊥, missä H2(T)⊥ :=
{ f ∈ L2(T) : fˆ (n) = 0 kaikilla n ≥ 0}. Olkoon P ortogonaalinen projektio
L2(T) −→ H2(T), siis
P f = P
( ∞
∑
n=−∞
fˆ (n)einθ
)
=
∞
∑
n=0
fˆ (n)einθ .
Kaikilla f ∈ L2(T) pätee ‖P f ‖22 = ∑∞n=0 | fˆ (n)|2 ≤ ∑∞n=−∞ | fˆ (n)|2 = ‖ f ‖22, joten
‖P f ‖2 ≤ ‖ f ‖2. Vastaavasti operaattori (I − P) =: Q on ortogonaalinen projektio
L2(T) −→ H2(T)⊥.
Seuraavissa luvuissa kohdataan myös operaattoreita, jotka saadaan ortogo-
naalisen projektion PM : H −→M, missäM⊂ H on suljettu aliavaruus, ja ope-
raattorin T ∈ L(H) rajoittuman T|M tulona. Tätä tyyppiä, eli muotoa PMT|M,
olevaa operaattoria sanotaan operaattorin T kompressioksi aliavaruuteenM.
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4.1 Spektraaliteoriaa
Aloitetaan spektrin ja sen säteen määritelmistä. Jälleen useimmat määritelmät
ja tulokset yleistyvät Banachin avaruuksiin, mutta oletetaan tässäkin, että T ∈
L(H).
Määritelmä 4.7. Olkoon T ∈ L(H). Määritellään operaattorin T spektri σ(T)
seuraavasti
σ(T) := {λ ∈ C : T − λ /∈ G(H)}. (4.8)
(Huomaa, että merkintä T − λ tarkoittaa operaattoria T − λI.)
Määritelmä 4.9. Merkitään ρ(T) := sup{|λ| : λ ∈ σ(T)} ja sanotaan, että ρ(T)
on operaattorin T ∈ L(H) spektrin säde.
Listataan seuraavaksi perustietoja spektraaliteoriasta. Todistukset, jotka ovat
elementaarisia ja lyhyitä lukuunottamatta kohtaa (i), sivuutetaan tässä. Lukija
löytää halutessaan todistukset useista operaattoreiden spektraaliteoriaa käsitte-
levistä teoksista, mm. H. R. Dowsonilta ([6], luku 1).
Olkoot T, T1, T2 ∈ L(H). Tällöin pätee:
(i) σ(T) ⊂ C on epätyhjä, kompakti joukko.
(ii) Jos T on kääntyvä operaattori, niin σ(T−1) = {λ−1 : λ ∈ σ(T)}.
(iii) σ(T∗) = {λ : λ ∈ σ(T)}, missä T∗ on operaattorin T ∈ L(H) adjungaatti.
(iv) σ(T1) = σ(T2), kun T1 ja T2 ovat keskenään similaariset operaattorit.
(v) ρ(T) = limn−→∞ ‖Tn‖1/n.
(vi) ρ(T) ≤ ‖T‖.
Operaattorin T ∈ L(H) spektristä voidaan erottaa osia sen perusteella miksi
operaattori T − λ ei ole kääntyvä. Spektri voidaan jakaa seuraaviin, toisistaan
erillisiin osajoukkoihin.
- Merkitään σp(T) := {λ ∈ C : T − λ ei ole injektio} ja sanotaan, että piste
λ ∈ σp(T) kuuluu operaattorin T pistespektriin. Huomaa, että kaikilla λ ∈
σp(T) on olemassa f ∈ H, f 6≡ 0, siten, että (T − λ) f = 0. Siis pistespektri
on täsmälleen operaattorin T ominaisarvojen joukko!
- Merkitään σc(T) := {λ ∈ C : T−λ on injektio, (T − λ)H = H, mutta (T−
λ)H 6= H}. Tätä joukkoa kutsutaan operaattorin T jatkuvaksi spektriksi.
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- Operaattorin T residuaalispektrin taas muodostaa joukko σr(T) := {λ ∈ C :
T − λ on injektio, mutta (T − λ)H 6= H}.
Nyt siis σp(T) ∪ σc(T) ∪ σr(T) = σ(T), jossa joukot σp(T), σc(T) ja σr(T) ovat
erillisiä. Usein mielenkiintois(in)ta on kuitenkin tutkia operaattorin approksima-
tiivista pistespektriä, jota ei suoraan saada edellisistä spektrin osajoukoista. Mää-
ritellään operaattorin T approksimatiivinen pistespektri σa seuraavasti:
σa(T) := {λ ∈ C : on olemassa jono (hi)i∈N ∈ H siten, että
‖hi‖ = 1 kaikilla n ∈N ja lim
i−→∞
‖(T − λ)hi‖ = 0}. (4.10)
Huomautus 4.11. Approksimatiivisen pistespektrin tutkimiseen on syynsä. Ni-
mittäin, σa(T) ⊆ σ(T) on aina suljettu, epätyhjä joukko. Lisäksi ∂σ(T) ⊆ σa(T),
σp(T) ⊆ σa(T) ja σc(T) ⊆ σa(T). Huomataan, että jos λ /∈ σa(T), niin on ole-
massa operaattori S ∈ L(H) siten, että S(T − λ) = I. Selvästi kaikilla λ ∈ σa(T)
ja kaikilla S ∈ L(H) pätee S(T − λ) 6= I. Näin ollen λ ∈ σa(T), jos ja vain jos
operaattori T − λ ei ole vasemmalta kääntyvä. Tätä tietoa käytetään myöhemmin!
Jatkossa tarvitaan seuraavia tietoja approksimatiivisesta pistespektristä:
Oletetaan kaikissa kohdissa alla, että T ∈ L(H) ja λ ∈ σa(T). Olkoon (hi)i∈N ⊂
H0 jono yksikkövektoreita siten, että ‖(T − λ)hi‖ −→ 0, kun i −→ ∞.
- Similaaristen operaattoreiden approksimatiiviset pistespektrit ovat samat: Olkoot
operaattorit T ∈ L(H) ja V ∈ L(H0) similaariset eli on olemassa kääntyvä
operaattori S : H0 −→ H siten, että V = S−1TS. Muodostetaan jono yksik-
kövektoreita (gi)i∈N ⊂ H asettamalla gi = S−1hi/‖S−1hi‖ kaikilla i ∈ N.
Tällöin kaikilla λ ∈ σa(T) pätee
(V − λ)gi = (S−1TS− λ)(S−1hi/‖S−1hi‖) = 1‖S−1hi‖
(
S−1Thi − S−1λhi
)
=
1
‖S−1hi‖S
−1(T − λ)hi,
joten ∥∥(V − λ)gi∥∥ ≤ ‖S−1‖‖S−1hi‖∥∥(T − λ)hi∥∥ −→i−→∞ 0.
Siis σa(T) ⊂ σa(V). Inkluusio toiseen suuntaan saadaan samaan tapaan,
joten σa(T) = σa(V).
- Jos operaattori T ∈ L(H) on kääntyvä, niin
σa(T−1) = {λ−1 : λ ∈ σa(T)}.
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Tämä nähdään asettamalla gi = λThi/|λ|‖Thi‖ kaikilla i ∈ N (huomaa,
että 0 6∈ σa(T)) , jolloin
(T−1 − λ−1)gi = 1|λ|‖Thi‖
(
λT−1Thi − λ−1λThi
)
=
1
|λ|‖Thi‖
(
λ− T)hi.
Lisäksi 1 = ‖hi‖ = ‖T−1Thi‖ ≤ ‖T−1‖‖Thi‖ kaikilla i ∈N, joten∥∥(T−1−λ−1)gi∥∥ = 1|λ|‖Thi‖∥∥(λ−T)hi∥∥ ≤ ‖T
−1‖
|λ|
∥∥(λ−T)hi∥∥ −→i−→∞ 0.
Näin ollen
{
λ−1 : λ ∈ σa(T)
} ⊂ σa(T−1). Toinen suunta nähdään samaan
tapaan.
4.2 Multiplikaattori- ja siirto-operaattorit
Määritellään multiplikaattori- ja siirto-operaattorit niissä avaruuksissa, missä
niitä tullaan tutkielman puitteissa tarvitsemaan. Kyseisten operaattoreiden luon-
netta – ja niiden välistä yhteyttä – valaisemaan on esimerkkejä määritelmien
jälkeen. Näiden jälkeen päästään tutkielman kannalta oleellisiin painotettuihin
siirto-operaattoreihin.
Määritelmä 4.12. Olkoon ϕ ∈ H∞(D). Määritellään multiplikaattorioperaattori
Mϕ : H2(D) −→ H2(D), Mϕ f = ϕ f kaikilla f ∈ H2(D). (Huomaa, että kyseessä
on pisteittäinen tulo, eikä yhdistetty kuvaus!)
Hyvin tiedetään, että operaattori Mϕ on rajoitettu ja ‖Mϕ‖ = ‖ϕ‖∞. Mää-
ritelmän voi yhtä hyvin muotoilla avaruuteen L2(T): Olkoot ϕ ∈ L∞(T) ja
f ∈ L2(T). Asetetaan Mϕ : L2(T) −→ L2(T), Mϕ f = ϕ f .
Määritelmä 4.13. Olkoon (en)n∈I , missä I = N0 tai I = Z, Hilbertin avaruu-
den H ortonormaali kanta. Määritellään siirto-operaattori S ∈ L(H) (engl. shift
operator) Hilbertin avaruudessa H yleisesti:
Sen = en+1 kaikilla n ∈ I .
Siis, jos h = ∑n∈I cnen ∈ H, niin Sh = ∑n∈I cnen+1. Määritelmä on yhtäpitävää
sen kanssa, että Fourier-kertoimille pätee (Ŝ f )(n) = fˆ (n− 1) kaikilla f ∈ H ja
n ∈ I .
Esimerkiksi avaruudessa `2(N0) siirto-operaattori vastaa kuvausta
(c0, c1, . . . ) 7→ (0, c0, c1, . . . )
ja avaruudessa `2(Z) kyseessä on kuvaus (jonon 0:s jäsen merkitty ◦:lla)
(. . . , c−2, c−1,
◦
c0, c1, . . . ) 7→ (. . . , c−2, ◦c−1, c0, c1, . . . ).
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Hardyn avaruudessa H2(D), jonka ortonormaalina kantana on (zn)n∈N0 , siirto-
operaattori S voidaan määritellä multiplikaattorioperaattorina S f (z) = z f (z).
Nimittäin, analyyttisen funktion potenssisarjaesityksen avulla voidaan kirjoittaa
S f (z) = S
( ∞
∑
n=0
cnzn
)
=
∞
∑
n=0
cnzn+1 = z f (z).
Siirto-operaattorit Hilbertin avaruuksissa, joiden ortonormaalin kannan in-
deksijoukkona onN0, ovat keskenään unitaarisesti ekvivalentit, kuten ovat siirto-
operaattorit avaruuksissa, joissa I = Z. Pian nähdään, että siirto-operaattori S
ei ole kääntyvä ellei I = Z.
Määritelmä 4.14. Määritellään operaattori S− ∈ L(H) eli ”siirto taaksepäin”
(engl. backward shift operator), asettamalla
S−e0 = 0 ja S−en = en−1 kaikilla n ∈N,
kun Hilbertin avaruuden H ortonormaalin kannan (en)n∈I indeksijoukko on
I =N0. Kun indeksijoukkona on I = Z, niin asetetaan
S−en = en−1 kaikilla n ∈ Z.
Indeksi n viittaa jälleen Hilbertin avaruuden H ortonormaalin kannan (en)n∈I
indeksiin. Näin ollen S−h = ∑n∈I cnen−1, kaikilla h = ∑n∈I cnen ∈ H (jossa
S−e0 = 0, mikäli I = N0). Vastaavasti Fourier-kertoimille pätee (Ŝ− f )(n) =
fˆ (n + 1) kaikilla f ∈ H ja n ∈ I .
Esimerkkeinä mainittakoon jälleen avaruus l2(N0), jossa kyseinen operointi
vastaa kuvausta (c0, c1, c2, . . . ) 7→ (c1, c2, c3, . . . ), ja Hardyn avaruus H2(D), jossa
S− f (z) = S−
( ∞
∑
n=0
cnzn
)
= c1 + c2z + c3z2 + · · · = f (z)− f (0)z .
Suoralla laskulla voidaan todeta, että kaikilla f , g ∈ H pätee (S f , g) = ( f , S−g).
Siten siirto-operaattori S− on siirto-operaattorin S adjungaatti. Tästä syystä jat-
kossa käytetäänkin merkintää S∗ edellä määritellylle taaksepäin siirrolle S−.
Siirto-operaattorit S ja S∗ ovat unitaarisesti ekvivalentit (ja itsekin unitaari-
sia!), kun I = Z. Tämä nähdään valitsemalla unitaariseksi operaattoriksi U,
Uek = U∗ek = e−k, jolloin kaikilla h = ∑n∈I cnen ∈ H pätee
U∗SUh = U∗S
(
∑
n∈I
cne−n
)
= U∗
(
∑
n∈I
cne−n+1
)
= ∑
n∈I
cnen−1 = S∗h.
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Helposti nähdään myös, että kun I = Z, niin siirto-operaattori S on käänty-
vä, käänteisoperaattorinaan S−1 = S∗. Tapauksessa I = N0 siirto-operaattori S
on vain vasemmalta kääntyvä, sillä S∗S = I, mutta SS∗ 6= I.
Huomaa, että avaruudessa L2(T), jonka ortonormaalina kantana on (einθ)n∈Z,
siirto-operaattorit S ja S∗ voidaan yhtä hyvin esittää multiplikaattorioperaatto-
reina Meiθ ja M∗eiθ = Me−iθ .
Esimerkki 4.15. Oletetaan, että ψ ∈ L∞(T), jolle |ψ(eiθ)| = 1 melkein kaikil-
la θ ∈ [0, 2pi). Osoitetaan, että multiplikaattorioperaattori Mψ on unitaarinen
operaattori L2(T) −→ L2(T), jonka käänteisoperaattori on M−1ψ = Mψ. Koska
ψ(ζ)ψ(ζ) = 1 melkein kaikilla ζ ∈ T, niin kaikilla f , g ∈ L2(T) pätee
( f , g) = (ψψ f , g) = (ψ f ,ψg) = (Mψ f , Mψg).
Siis ‖Mψ f ‖ = ‖ f ‖ ja siten ‖Mψ‖ = 1. Lisäksi kaikilla f ∈ L2(T) on voimas-
sa MψMψ f = ψψ f = f = ψψ f = MψMψ f ja ( f , Mψg) = ( f ,ψg) = (ψ f , g) =
(Mψ f , g), joten M
∗
ψ = M
−1
ψ = Mψ.
Määritellään siirto-operaattoreista viimeiseksi näistä tutkielman tärkein eli
niin sanottu painotettu siirto-operaattori. Tehdään tulevaa varten jo tässä pohja-
työtä mm. painotetun siirto-operaattorin adjungaatin, käänteisoperaattorin ja
spektrin kanssa.
Määritelmä 4.16. Olkoot (ek)k∈I ⊂ H, missä I = N0 tai I = Z, kiinnitetty
ortonormaali kanta ja w := (wk)k∈I , wk ∈ C, rajoitettu jono. Asetetaan
S : H −→ H, Sek = wkek+1 kaikilla k ∈ I ,
ja sanotaan operaattoria S =: Sw jonolla (wk)k∈I painotetuksi siirto-operaattoriksi.
Kirjallisuudessa erotetaan indeksijoukot N0 ja Z sanomalla edellisessä ope-
raattoria Sw unilateraaliseksi ja jälkimmäisessä bilateraaliseksi.
Painotetuista siirto-operaattoreista tarvitaan jatkossa kuitenkin vain bilate-
raalia tapausta, joten tarkastellaan tapausta I = Z. Yllä määritellyn siirto-
operaattorin Sw normi riippuu pelkästään ”painoista” wk, kuten seuraavaksi
nähdään. Kaikille h := ∑k∈Z hkek ∈ H pätee
‖Sw‖2 = sup
h 6=0
‖Swh‖2
‖h‖2 =
∑k∈Z |wkhk|2
∑k∈Z |hk|2
≤ ‖wk‖2∞.
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Koska (wk)k∈Z on rajoitettu jono, niin ‖wk‖∞ on äärellinen. Toisaalta, kaikilla
e > 0 löytyy indeksi j ∈ Z siten, että ‖Swej‖ = |wj| > ‖wk‖∞ − e. Koska ej on
yksikkövektori, niin ‖Swej‖ ≤ ‖Sw‖ ja siten
‖Sw‖ = ‖wk‖∞.
Samaan tapaan saadaan operaattorin Snw normi, kun huomataan, että kaikilla
k ∈ Z pätee Snwek = wkwk+1 · · ·wk+n−1ek+n ja siten
‖Snw‖ = sup
k∈Z
|wkwk+1 · · ·wk+n−1|.
Oletetaan sitten, että jonolla (wk)k∈Z on raja-arvot, kun k −→ −∞ ja k −→ ∞.
Havaitaan, että voidaan olettaa wk ∈ R+ kaikilla k ∈ Z. Nimittäin, jos wk =
rkeiθk ∈ C, niin vaihdetaan kanta (ek)k∈Z kannaksi (eiθk−1 ek)k∈Z, joka selvästi on
ortonormaali kanta. Tässä kannassa operaattori Sw on jonolla (rk)k∈Z, rk ∈ R+,
painotettu siirto-operaattori. Olkoot siis limk−→−∞ wk = a ja limk−→∞ wk = b,
missä a, b ∈ R+. Jos lisäksi oletetaan, että a < b, niin operaattorin Sw spektrin
säteelle saadaan arvio
ρ(Sw) = lim
n−→∞ ‖S
n
w‖1/n = limn−→∞
(
sup
k∈Z
(wkwk+1 · · ·wk+n−1)
)1/n ≤ b. (4.17)
Etsitään seuraavaksi bilateraalisen painotetun siirto-operaattorin Sw adjun-
gaatti sekä käänteisoperaattori tapauksessa, jossa jonolla (wk)k∈Z on nollasta
eroavat raja-arvot, kun k −→ ±∞, ja wk ∈ C \ {0} kaikilla k ∈ Z. (Laskut
annettu yleisessä tapauksessa, mutta lukija voi hyvin koko ajan ajatella, että
wk ∈ R+ \ {0} kaikilla k ∈ Z.)
Olkoot h, g ∈ H ja (ek)k∈Z ⊂ H ortonormaali kanta. Siten voidaan kirjoittaa
h = ∑k∈Z hkek ja g = ∑k∈Z gkek. Koska
(Swh, g) =
(
∑
k∈Z
hkwkek+1, ∑
j∈Z
gjej
)
= ∑
k∈Z
∑
j∈Z
hkwkgj(ek+1, ej) = ∑
k∈Z
hkwkgk+1
= ∑
k∈Z
∑
j∈Z
hkwj−1gj(ek, ej−1) =
(
∑
k∈Z
hkek, ∑
j∈Z
wj−1gjej−1
)
=
(
h, ∑
j∈Z
wj−1gjej−1
)
,
niin bilateraalisen, jonolla (wk)k∈Z painotetun siirto-operaattorin Sw adjungaatti
S∗w on (taaksepäin) siirto-operaattori, jolle kaikilla k ∈ Z pätee
S∗wek = wk−1ek−1.
Olkoon U = U∗ : H −→ H, Uek = e−k kaikilla k ∈ Z. Nyt kaikilla k ∈ Z pätee
US∗wU∗ek = US∗we−k = Uw−k−1e−k−1 = w−k−1ek+1,
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joten S∗w on unitaarisesti ekvivalentti jonolla (w˜k)k∈Z, jossa w˜k = w−k−1 kaikilla
k ∈ Z, painotetun siirto-operaattorin Sw˜ : H −→ H, Sw˜ek = w−k−1ek+1, kanssa.
Jos oletetaan, että limk−→−∞ wk = a ja limk−→∞ wk = b, missä a, b ∈ R, niin
siirto-operaattorin Sw˜ painottavalle jonolle (w˜k)k∈Z = (w−k−1)k∈Z, pätee
lim
k−→−∞
w˜k = b ja lim
k−→∞
w˜k = a. (4.18)
Huomautus 4.19. Koska similaaristen, erityisesti unitaarisesti ekvivalenttien, ope-
raattoreiden spektrit ovat samat, niin σ
(
S∗w
)
= σ
(
Sw˜
)
. Toisaalta, σ
(
S∗w
)
= {λ :
λ¯ ∈ σ(Sw)}, joten ρ(Sw) = ρ(S∗w). Tämä huomio yksinkertaistaa tilannetta, kun
tutkitaan (reaalisella) jonolla (wk)k∈Z painotetun siirto-operaattorin Sw spektriä
ja sen sädettä (ks. (4.17)). Näin ollen tapauksessa limk−→−∞ wk = a ja limk−→∞ wk =
b, missä a, b ∈ R+ ja 0 < b < a, usein riittää tutkia adjungaatin S∗w kanssa
unitaarisesti ekvivalenttia siirto-operaattoria Sw˜, jolle pätee limk−→−∞ w˜k = b ja
limk−→∞ w˜k = a. Nyt ρ
(
Sw
)
= ρ
(
S∗w
)
= ρ
(
Sw˜
) ≤ a. Siispä, tutkittaessa siirto-
operaattorin Sw spektrin sädettä ja erityisesti tilanteissa, joissa operaattoreiden
Sw ja S∗w spektrit yhtyvät, voidaan olettaa, että a < b, missä a = limk−→−∞ wk ja
b = limk−→∞ wk.
Painotettu bilateraalinen siirto-operaattori on (tietyin luontevin ehdoin) kään-
tyvä, kuten seuraavaksi nähdään:
Jos |wk| 6= 0 kaikilla k ∈ Z sekä limk−→−∞ |wk| > 0 ja limk−→∞ |wk| > 0, niin
infk∈Z |wk| > 0 ja operaattorille Sw löytyy käänteisoperaattori S−1w . Tälle pätee
S−1w ek = 1wk−1ek−1 kaikilla k ∈ Z, kuten seuraava lasku osoittaa:
S−1w Sw
(
∑
k∈Z
hkek
)
= S−1w
(
∑
k∈Z
hkwkek+1
)
= ∑
k∈Z
1
wk
hkwkek = ∑
k∈Z
hkek
= Sw
(
∑
k∈Z
1
wk−1
hkek−1
)
= SwS−1w
(
∑
k∈Z
hkek
)
,
missä ∑k∈Z hkek =: h ∈ H. Käänteisoperaattori S−1w on siten jonolla
( 1
wk−1
)
k∈Z
painotettu taaksepäin siirto.
Huomataan vielä, että käänteisoperaattori S−1w on unitaarisesti ekvivalentti
bilateraalisen, jonolla (w
′
k)k∈Z, missä w
′
k = w
−1
−k−1 kaikilla k ∈ Z, painotetun
(eteenpäin) siirto-operaattorin Sw′ kanssa! Tämä nähdään helposti valitsemalla
jälleen unitaariseksi operaattoriksi U = U∗ : H −→ H, Uek = e−k, k ∈ Z. Tällöin
kaikilla k ∈ Z
US−1w U∗ek = US−1w e−k = Uw−1−k−1e−k−1 = w
−1
−k−1ek+1 = w
′
kek+1 = Sw′ ek.
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Tästä nähdään (ja pidetään mielessä tulevaa varten), että mikäli operaattorin Sw
painottavalla jonolla (wk)k∈Z on raja-arvot limk−→−∞ wk = a ja limk−→∞ wk = b,
niin vastaavasti käänteisoperaattorin S−1w kanssa unitaarisesti ekvivalentin ope-
raattorin Sw′ painottavalle jonolle (w
′
k)k∈Z pätee
lim
k−→−∞
w
′
k =
1
b
ja lim
k−→∞
w
′
k =
1
a
. (4.20)
Raja-arvojen (4.20) sekä aiempien, operaattorin Sw normia ja spektraalisädet-
tä koskevien, päättelyjen nojalla operaattorin Sw käänteisoperaattorin S−1w spekt-
rin säteelle saadaan arvio
ρ
(
S−1w
)
= ρ
(
Sw′
)
= lim
n−→∞ ‖
(
Sw′
)n‖1/n ≤ 1/a. (4.21)
Tutkitaan nyt edellä määritellyn painotetun siirto-operaattorin Sw (ja sen ad-
jungaatin) spektriä. Tällä saadaan arvokasta tietoa tutkielman päätuloksen kan-
nalta! Seuraavassa lauseessa huomataan muun muassa, että approksimatiivinen
pistespektri ei välttämättä periydy painotetun siirto-operaattorin adjungaatille
edes tapauksessa, jossa spektrit ovat samat. Tässä esitetty todistus mukailee J.
Partingtonia ([15], Thm 8.2.1) – itse tulos on alkujaan peräisin William C. Rid-
geltä, [17].
Lause 4.22. Olkoon w := (wk)k∈Z rajoitettu jono, jolle wk ∈ R+ \ {0} kaikilla k ∈ Z
sekä limk−→−∞ wk = a ja limk−→∞ wk = b, missä 0 < a < b. Olkoon Sw ∈ L(H)
bilateraalinen, jonolla (wk)k∈Z painotettu, siirto-operaattori. Tällöin
σ(S∗w) = σ(Sw) = {λ ∈ C : a ≤ |λ| ≤ b}.
Lisäksi kaikilla λ, joille a < |λ| < b, pätee λ ∈ σp(S∗w), mutta λ /∈ σa(Sw) (toisin
sanoen operaattori Sw − λ on alhaalta rajoitettu).
Todistus. (Huomaa, että lause pätee sellaisenaan myös ilman aiemmin perustel-
tuja lisäoletuksia wk ∈ R+ ja a < b.)
Koska wk 6= 0 kaikilla k ∈ Z ja limk−→−∞ wk 6= 0 6= limk−→∞ wk, niin kääntei-
soperaattori S−1w on olemassa.
Yhtälöiden (4.17) ja (4.21) nojalla tiedetään jo, että ρ
(
Sw
) ≤ b ja ρ(S−1w ) ≤ 1a .
Koska σ
(
S−1w
)
= σ
(
Sw
)−1, niin σ(Sw) ⊆ {λ ∈ C : a ≤ |λ| ≤ b}. Lisäksi σ(S∗w) ⊆
{λ ∈ C : a ≤ |λ| ≤ b}, sillä σ(S∗w) = {λ : λ ∈ σ(Sw)}.
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Osoitetaan seuraavaksi, että {λ ∈ C : a < |λ| < b} ⊆ σp(S∗w). Tällöin tieto
spektrin kompaktisuudesta antaa σ
(
Sw
)
= σ(S∗w) = {λ ∈ C : a ≤ |λ| ≤ b}.
Halutaan siis löytää kaikille λ ∈ C, joille |λ| ∈ (a, b), vektori h ∈ H siten, että
S∗wh = λh. Tämä toteutuu, jos ja vain jos ∑k∈Z hkwk−1ek−1 = λ∑k∈Z hkek, joka on
edelleen yhtäpitävää sen kanssa, että hk+1wk = λhk kaikilla k ∈ Z.
Asetetaan
hk =

λkwkwk+1 · · ·w−1, kun k < 0
1, kun k = 0
λk
w0w1···wk−1 , kun k > 0.
Esimerkiksi suhdetestillä voidaan osoittaa, että sarja
∑
k∈Z
|hk|2 = ∑
k<0
|λkwkwk+1 · · ·w−1|2 + 1+ ∑
k>0
∣∣∣ λk
w0w1 · · ·wk−1
∣∣∣2
suppenee, sillä a < |λ| < b ja limk−→−∞ wk = a, limk−→∞ wk = b. Siis (hk)k∈Z ∈
`2(Z). Nyt h := ∑k∈Z hkek ∈ H on operaattorin S∗w ominaisvektori, sillä kon-
struktiosta seuraa, että yhtälö hk+1wk = λhk toteutuu kaikilla k ∈ Z. Siten
{λ ∈ C : a < |λ| < b} ⊆ σp(S∗w) ja kaiken kaikkiaan on osoitettu, että
σ
(
Sw
)
= σ(S∗w) = {λ ∈ C : a ≤ |λ| ≤ b}
ja lisäksi λ ∈ σp(S∗w), kun |λ| ∈ (a, b).
Osoitetaan vielä, että σa(Sw) = {λ ∈ C : |λ| = a tai |λ| = b}. Yleisen spekt-
raaliteorian perusteella tiedetään, että ∂σ
(
Sw
) ⊆ σa(Sw), joten riittää osoittaa
että kaikille λ ∈ σa
(
Sw
)
täytyy päteä |λ| = a tai |λ| = b.
Tämän todistamiseksi tarvitaan lisäksi oletusta 0 < a < 1 < b: Jos 0 <
a < b ≤ 1, niin tutkitaan painojonon (wk)k∈Z sijaan jonoa w′k := wkb−c , missä
c ∈ (0, b − a). Jonolle (w′k)k∈Z pätee limk−→−∞ w
′
k =
a
b−c =: a
′
< ab−b+a = 1 ja
limk−→∞ w
′
k =
b
b−c =: b
′
> 1. Tarkasteltava approksimatiivinen ominaisarvo on
tällöin λ
′
= λb−c , jolle on voimassa |λ
′ | ∈ (a′ , b′) aina ja vain kun |λ| ∈ (a, b).
Jos taas 1 < a < b, niin valitaan c ∈ (0, b− a) ja asettamalla w′k := wka+c kaikilla
k ∈ Z, saadaan jono, jolle limk−→−∞ w′k = aa+c =: a
′
< 1 ja limk−→∞ w
′
k =
b
a+c =:
b
′
> ba+b−a = 1. Tällöin λ
′
= λa+c ja |λ
′ | ∈ (a′ , b′), jos ja vain jos |λ| ∈ (a, b).
Näin ollen voidaan olettaa, että 0 < a < 1 < b. (On helppo tarkistaa, että myös
yleisesti operaattoreille T ∈ L(H) pätee c · σa(T) = σa(cT), kun c ∈ C on vakio.)
Tehdään vastaoletus ja oletetaan, että on olemassa λ ∈ σa
(
Sw
)
siten, että |λ| ∈
(a, b). Approksimatiivisen spektrin määritelmän (4.10) nojalla jokaista tällaista λ
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ja indeksiä i ∈N kohti löytyy yksikkövektori h(i) = ∑k∈Z hk(i)ek ∈ H siten, että
‖Swh(i)− λh(i)‖ < 1/i. (4.23)
Lisäksi funktion h(i) jokaisen kertoimen hk(i), missä k ∈ Z on kiinnitetty, koh-
dalla on (funktiojonon
(
h(i)
)
i∈N suhteen) kaksi vaihtoehtoa: joko lim infi→∞ |hk(i)| =
0 tai lim infi→∞ |hk(i)| 6= 0. Todistukseen riittää löytää ristiriita vastaoletuksen
kanssa tutkimalla nämä eri tapaukset yhden indeksin k ∈ Z kohdalla; olkoon se
(jo merkintöjen yksinkertaistamiseksi) k = 0.
Tapaus 1:
Oletetaan ensin, että lim infi→∞ |h0(i)| = 0. Olkoon e > 0 mielivaltainen. Siirty-
mällä osajonoon voidaan olettaa, että kaikilla i > i0, missä i0 ∈ N on tarpeeksi
suuri, pätee |h0(i)| < e ja ‖Swh(i) − λh(i)‖ < e. Asetetaan (kaikilla i ∈ N)
h
′
(i) = h(i)− h0(i)e0, jolloin h′0(i) = 0. Nyt kaikilla i > i0 pätee
‖Swh′(i)− λh′(i)‖ ≤ ‖Swh(i)− λh(i)‖+ ‖Swh0(i)e0 − λh0(i)e0‖
< e+ ‖Sw − λ‖|h0(i)|‖e0‖ < e+
(‖Sw‖+ |λ|)e
≤ e+ 2‖Sw‖e,
missä viimeinen epäyhtälö tulee tiedosta |λ| < b = ρ(Sw) ≤ ‖Sw‖. Tämä taas
tarkoittaa sitä, että yhtä hyvin löytyy jono
(
h
′
(i)
)
i∈N approksimatiivisia omi-
naisvektoreita, joille h
′
0(i) = 0 kaikilla i ja ‖Swh
′
(i)− λh′(i)‖ −→ 0, kun i −→ ∞.
Merkitään nyt h−(i) = ∑k<0 h
′
k(i)ek ja h
+(i) = h
′
(i)− h−(i) = ∑k>0 h′k(i)ek,
jolloin voidaan kirjoittaa
Swh
′
(i)− λh′(i) = (Swh−(i)− λh−(i)) + (Swh+(i)− λh+(i)),
missä vektorit (Sw− λ)h−(i) ja (Sw− λ)h+(i) ovat ortogonaaliset. (Huomaa, että
ortogonaalisuus, joka on oleellinen seuraavaksi, ei välttämättä toteutuisi, mikäli
h
′
0(i) 6= 0 jollakin i ∈ N.) Lisäksi kaikilla i > i0, missä i0 ∈ N on tarpeeksi
suuri, sekä ‖Swh+(i)− λh+(i)‖ < e, että ‖Swh−(i)− λh−(i)‖ < e, kun e > 0 on
annettu. Indekseillä i > i0 saadaan arvio
‖Swh−(i)− λh−(i)‖ < e ≤ 1i .
Nyt ‖h′(i)‖2 = ‖h−(i)‖2+ ‖h+(i)‖2 = 1, joten lisäksi kaikilla i > i0 joko ‖h−(i)‖ ≥
1/
√
2 tai ‖h+(i)‖ ≥ 1/√2. Näin ollen löydetäänkin jono approksimatiivisia omi-
naisvektoreita jotka ovat joko muotoa h−(i) = ∑k<0 hk(i)ek tai h+(i) = ∑k>0 hk(i)ek
ja joille arvion (4.23) nojalla pätee
‖Swh−(i)− λh−(i)‖ < 1i ja ‖Swh
+(i)− λh+(i)‖ < 1
i
kaikilla i ∈N.
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Tutkitaan ensin tapaus h−(i). Tätä varten tarvitaan operaattorin Sw käänteiso-
peraattoria S−1w , joka toteuttaa S−1w ek = 1wk−1 ek−1 kaikilla k ∈ Z, kun (ek)k∈Z ⊂ H
on ortonormaali kanta. Näin ollen
(S−1w )nh−(i) = ∑
k<0
hk(i)
1
wk−1
· · · 1
wk−n
ek−n.
Koska λ ∈ σa
(
Sw
)
, jos ja vain jos 1λ ∈ σa(S−1w ), niin (vasta)oletuksen nojalla on
olemassa λ ∈ C \ {0} siten, että 1λ ∈ σa(S−1w ) ja |λ| ∈ (a, b). Oletuksen mukaan
1
|λ| <
1
a , a < 1 ja limk−→−∞ wk = a. Tällöin kaikilla indekseillä n > n0, missä
n0 ∈N on tarpeeksi suuri, on voimassa
‖(S−1w )nh−(i)‖ ≥ inf
k<0
( 1
wk−1
· 1
wk−2
· · · 1
wk−n
)
> |λ|−n + 2, (4.24)
sillä infk<0
( 1
wk−1 · 1wk−2 · · · 1wk−n
) − |λ|−n −→ ∞, kun n −→ ∞. Arvio (4.24) ei
toteutuisi mikäli infimum otettaisiin yli koko indeksijoukonZ – tästä syystä jako
approksimatiivisiin ominaisvektoreihin muotoa h−(i) = ∑k<0 hk(i)ek tai h+(i) =
∑k>0 hk(i)ek oli välttämätön. Nyt
‖(S−1w )nh−(i)− λ−nh−(i)‖ ≥ ∣∣∣‖(S−1w )nh−(i)‖ − |λ|−n‖h−(i)‖∣∣∣
> |λ|−n + 2− |λ|−n = 2. (4.25)
Toisaalta, (
S−1w
)nh−(i)− λ−nh−(i)
=
((
S−1w
)n−1
+ λ−1
(
S−1w
)n−2
+ · · ·+ λ−(n−1) I
)(
S−1w h−(i)− λ−1h−(i)
)
,
joten kaikilla n ∈N löytyy indeksistä i ∈N riippumaton vakio Cn, jolle
‖(S−1w )nh−(i)− λ−nh−(i)‖ < Cn/i,
sillä arvio kohdassa (4.23) pätee nyt operaattorille S−1w ja sen approksimatiivi-
selle ominaisarvolle λ−1. Koska indeksi i voidaan valita siten, että i > Cn, niin
päädytään epäyhtälön (4.25) kanssa ristiriitaan. Siten operaattorilla S−1w ei voi
olla muotoa h−(i) olevia approksimatiivisia ominaisvektoreita ominaisarvolla
λ−1, kun |λ| ∈ (a, b). Tällöin λ ei voi olla operaattorin Sw approksimatiivinen
ominaisarvo.
Oletetaan sitten, että muotoa h+(i) olevat yksikkövektorit muodostavat ap-
proksimatiivisten ominaisvektorien jonon. Ristiriitaan päädytään täsmälleen sa-
maan tapaan, kuin edellisessä – tällä kertaa jopa ilman käänteisoperaattoria.
Nyt siis tarkastellaan operaattoria Sw, jolloin oletukset limk−→∞ wk = b, |λ| < b
ja b > 1 johtavat päätelmään, että λ ∈ C, jolle |λ| ∈ (a, b), ei voi olla operaatto-
rin Sw approksimatiivinen ominaisarvo, kun approksimatiiviset ominaisvektorit
ovat muotoa h+(i).
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Tapaus 2:
Oletetaan nyt, että (h(i))i∈N on jono approksimatiivisia ominaisvektoreita, jolle
pätee lim infi−→∞ |h0(i)| ≥ d > 0 ja ‖Swh(i)− λh(i)‖ < 1i kaikilla i ∈N.
Väitetään, että kaikille n ∈N0 on olemassa vakio Dn siten, että kaikilla i ∈N
pätee ∣∣∣hn+1(i)− w0 · · ·wn
λn+1
h0(i)
∣∣∣ ≤ Dn
i
. (4.26)
Osoitetaan tämä induktiolla: Kun n = 0, niin
∣∣h1(i) − w0λ h0(i)∣∣ = ∣∣ 1λ ∣∣|λh1(i) −
w0h0(i)| ≤ D1i , missä D1 = 1|λ| , sillä selvästi |λh1(i) − w0h0(i)| ≤ ‖Swh(i) −
λh(i)‖ < 1i kaikilla i ∈N. Siis arviomme pätee, kun n = 0.
Oletetaan sitten, että arvio (4.26) on voimassa kaikilla i ∈ N jollain indeksillä
n = k ja osoitetaan arvion pätevän myös kun n = k + 1:
Nyt ∣∣∣hk+2(i)− w0 · · ·wk+1
λk+1
h0(i)
∣∣∣ = ∣∣∣wk+1
λ
∣∣∣∣∣∣ λ
wk+1
hk+2(i)− w0 · · ·wk
λk
· h0(i)
∣∣∣
≤
∣∣∣wk+1
λ
∣∣∣(∣∣∣ λ
wk+1
hk+2(i)− hk+1(i)
∣∣∣+ ∣∣∣hk+1(i)− w0 · · ·wk
λk
· h0(i)
∣∣∣)
i.o.≤
∣∣∣wk+1
λ
∣∣∣( 1|wk+1| 1i + Dki
)
=:
Dk+1
i
, kun Dk+1 :=
1+ |wk+1|Dk
|λ| ,
sillä
∣∣∣λhk+2(i)− wk+1hk+1(i)∣∣∣ ≤ ‖λh(i)− Swh(i)‖ < 1i kaikilla i ∈N.
Näin ollen löydetään vakiot (Dn)n∈N0 , jotka riippuvat vain painoista wk ja
luvusta λ, mutta eivät indeksistä i siten, että∣∣∣hn+1(i)− (w0 · · ·wn)h0(i)
λn+1
∣∣∣ ≤ Dn
i
. (4.27)
Oletuksen lim infi−→∞ |h0(i)| ≥ d > 0 nojalla on olemassa i0 ∈ N siten,
että (siirtymällä osajonoon) |h0(i)| ≥ d/2 kaikilla i > i0. Koska |λ| < b ja
limk−→∞ wk = b, niin w0w1···wn|λ|n+1 −→ ∞, kun n −→ ∞. Toisaalta, kolmioepäyh-
tälön avulla epäyhtälöstä (4.27) saadaan arvio∣∣∣|hn+1(i)| − w0w1 · · ·wn|λ|n+1 |h0(i)|∣∣∣ ≤ Dni .
Nyt löydetään indeksi n ∈N0 siten, että |hn+1(i)| ≥ 2−Dn/i kaikilla i > i0. Va-
litsemalla indeksi i > i0, jolle pätee i > Dn, saadaan |hn+1(i)| > 1 ja päädytään
ristiriitaan tässäkin tapauksessa, sillä h(i) on yksikkövektori.
Näin ollen jonolla (wk)k∈Z, missä limk→−∞ wk = a, limk→∞ wk = b ja 0 < a <
b, painotetun siirto-operaattorin approksimatiivinen pistespektri on muotoa
σa(Sw) =
{
λ ∈ C : |λ| = lim
k−→−∞
wk tai |λ| = lim
k−→∞
wk
}
.
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Lause 4.22 on nyt todistettu kokonaisuudessaan.
4.3 Hankel-operaattorit
Hankel-operaattoreita ja erityisesti näitä koskevaa Neharin lausetta käytetään
seuraavassa luvussa esiintyvän Sarasonin lauseen todistukseen. Koska näillä on
vain pieni sivurooli tässä tutkielmassa, esitetään Hankel-operaattoreista ainoas-
taan tarvittavat tiedot. Lisää yksityiskohtia Hankel-operaattoreista löytyy mm.
R. A. Martínez-Avendaño ja P. Rosenthalilta ([10], luku 4).
Määritelmä 4.28. Matriisia [a] (indeksijoukkonaZ×Z), jonka alkioille aj,k pätee
aj,k = am,n aina kun j + k = m + n, sanotaan Hankel-matriisiksi.
Siis, Hankel-matriisissa alkiot diagonaaleilla oikealle ylös ovat samat, joten
jokainen Hankel-matriisi on muotoa
. . .
...
...
... . . .
. . . a b c . . .
. . . b c d . . .
. . . c d e . . .
. . . d e f . . .
. . .
...
...
...
. . .

(4.29)
missä a, b, c, d, e, f , · · · ∈ C.
Hankel-matriisit liittyvät tietysti kohta esiteltäviin Hankel-operaattoreihin.
Kerrataan ensin matriisien ja operaattoreiden välinen yhteys: Jokaista rajoitettua,
lineaarista operaattoria T ∈ L(H) vastaa matriisiesitys. Nimittäin, jos (en)n∈I on
Hilbertin avaruuden H ortonormaali kanta, niin operaattoria T vastaavan mat-
riisin [t] alkiot annetun kannan suhteen ovat muotoa tj,k = (Tek, ej). Näin ollen
operaattorin T vaikutus funktion f = ∑n∈I cnen ∈ H kerrointen jonoon (cn)n∈I
on sama kuin operaattoria T vastaavan matriisin [t] ja sarakevektorin [ck]k∈I tulo.
Esimerkiksi multiplikaattorioperaattoria Mϕ : L2(T) −→ L2(T), missä ϕ ∈
L∞(T), vastaava matriisi ortonormaalin kannan
(
einθ
)
n∈Z suhteen näyttää seu-
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raavalta:
[Mϕ] =

. . .
...
...
... . . .
. . . ϕ−1 ϕ−2 ϕ−3 . . .
. . . ϕ0 ϕ−1 ϕ−2 . . .
. . . ϕ1 ϕ0 ϕ−1 . . .
. . . ϕ2 ϕ1 ϕ0 . . .
. . .
...
...
...
. . .

.
Matriisin alkio kohdassa (0, 0) on alleviivattu ja lisäksi matriisin [Mϕ] =: [m] al-
kioille pätee mj,k = ϕˆ(j− k) =: ϕj−k kaikilla j, k ∈ Z. (Huomaa, että matriisin
[Mϕ] oikea yläneljännes muodostaa ”nurinpäin” olevan Hankel-matriisin!)
Määritelmä 4.30. Olkoon ϕ ∈ L∞(T). Määritellään operaattori Γϕ : H2(T) −→
H2(T)⊥, Γϕ f = (I − P)Mϕ f kaikilla f ∈ H2(T), missä P : L2(T) −→ H2(T) on
ortogonaalinen projektio. Sanotaan, että Γϕ on Hankel-operaattori symbolilla ϕ.
Määritelmästä on syytä laittaa merkille, että ‖Γϕ‖ = ‖(I− P)Mϕ‖ ≤ ‖Mϕ‖ =
‖ϕ‖∞.
Olkoot f ∈ H2(T), f (eiθ) = ∑∞n=0 fˆ (n)einθ ja ϕ ∈ L∞(T), ϕ(eiθ) = ∑∞n=−∞ ϕˆ(n)einθ .
Nyt voidaan laskea suoraan, että
Γϕ f (eiθ) = (I − P)Mϕ f (eiθ) = ∑ −1n=−∞
( ∞
∑
k=0
fˆ (k)ϕˆ(n− k)
)
einθ .
Siten kaikilla k ∈N0 ja j ∈N pätee
(
Γϕeikθ , e−ijθ
)
=
( −1
∑
n=−∞
ϕˆ(n− k)einθ , e−ijθ) = ϕˆ(−j− k) = ϕˆ(−(j + k)). (4.31)
Näin ollen matriisin [Γϕ] =: [t] alkiot toteuttavat yhtälön tj,k = (Γϕeikθ , e−ijθ)
ja Hankel-operaattoria Γϕ = (I − P)Mϕ |H2(T) vastaava matriisi kannan (einθ)∞n=0
(kuvapuolella kannan (e−inθ)∞n=1 suhteen!) suhteen on Hankel-matriisi:
[Γϕ] =

ϕ−1 ϕ−2 ϕ−3 . . .
ϕ−2 ϕ−3 ϕ−4 . . .
ϕ−3 ϕ−4 ϕ−5 . . .
...
...
...
. . .
 .
Huomaa, että kyseessä on N ×N0 -matriisi, jonka alkiot ovat muotoa tj,k =
ϕˆ(−(j + k)) =: ϕ−(j+k). Hankel-operaattorin määritelmästä kannattaa huoma-
ta, että operaattorin ”symboli” eli funktio ϕ ei ole yksikäsitteinen, sillä tässä
vain funktion ϕ negatiivisten indeksien Fourier-kertoimilla on merkitystä. Seu-
raavaksi tuleva Neharin lause löytää kutakin Hankel-operaattoria Γ vastaavan
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Hankel-operaattorin Γψ, jonka normi on sen symbolin ψ sup-normi. Lauseesta
löytyy hieman erilaisia versioita ja siten todistuksia – näistä J. Partingtonin ([14],
Thm 1.6.8) esitys on sopiva tämän tutkielman tarpeisiin. Merkitään seuraavassa
lauseessa H∞(T) := {h ∈ L∞(T) : hˆ(n) = 0 kaikilla n < 0}.
Lause 4.32 (Neharin lause). Oletetaan, että Γϕ : H2(T) −→ H2(T)⊥ on Hankel-
operaattori. Tällöin on olemassa funktio ψ ∈ L∞(T) siten, että Γϕ = Γψ ja ‖Γϕ‖ =
‖ψ‖∞. Lisäksi
‖Γϕ‖ = inf
h∈H∞(T)
{‖ϕ+ h‖∞} = dist (ϕ, H∞(T)),
missä infimum saavutetaan, kun h = ψ− ϕ.
Todistus. Olkoon siis Γϕ Hankel-operaattori H2(T) −→ H2(T)⊥, missä ϕ ∈
L∞(T), ϕ(eiθ) = ∑∞k=−∞ ϕˆ(k)eikθ =: ∑
∞
k=−∞ dkeikθ . Kuten edellä osoitettiin, ope-
raattoria Γϕ vastaava matriisi on Hankel-matriisi. Nyt kaikilla n, m ∈ N0 pätee
(vrt. yhtälö (4.31))
tm+1,n =
(
Γϕeinθ , e−imθe−iθ
)
= d−n−m−1 =
(
Γϕeinθeimθ , e−iθ
)
= t1,n+m.
Näin ollen kaikilla N, M ∈ N0 sekä bi, cj ∈ C, missä i, j ∈ N0, ja θ ∈ R on
voimassa(
Γϕ
N
∑
n=0
bneinθ ,
M
∑
m=0
cme−imte−iθ
)
=
(
Γϕ
( N
∑
n=0
bneinθ
M
∑
m=0
cmeimθ
)
, e−iθ
)
. (4.33)
Siis kaikille analyyttisille polynomeille p ∈ P := {p ∈ H2(T) : p on polynomi}
voidaan määrittää lineaarinen funktionaali α : P −→ C ehdolla α(p) = (Γϕp, e−iθ).
Jos lisäksi p voidaan kirjoittaa polynomien tulona p = p1 p2, niin yhtälön (4.33)
nojalla pätee
α(p) =
(
Γϕ(p1 p2), e−iθ
)
=
(
Γϕp1, p2e
−iθ).
Tästä taas seuraa, että |α(p1 p2)| ≤ ‖Γϕ‖‖p1‖2‖p2‖2. Pidetään tunnettuna, et-
tä polynomit ovat tiheässä avaruudessa H2(T). Lisäksi Rieszin faktorisaatio-
lauseen (ks. yhtälö (2.25)) nojalla jokainen avaruuden H1(T) funktio on kahden
avaruuden H2(T) funktion tulo. Näin ollen jokaista g ∈ H1(T) ja e > 0 kohti on
olemassa funktiot g1, g2 ∈ H2(T) ja polynomit p1, p2 siten, että g = g1g2 ja
‖g− p1 p2‖1 = ‖g1g2 − p1 p2‖1 = ‖g1(g2 − p2) + p2(g1 − p1)‖1
≤ ‖g1‖2‖g2 − p2‖2 + ‖p2‖2‖g1 − p1‖2 < e.
Siten (rajoitettu) funktionaali α voidaan laajentaa koko avaruuteen H1(T) aset-
tamalla
α(g1g2) = (Γϕg1, g2e
−iθ), kaikilla g1, g2 ∈ H2(T),
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jolle edelleen pätee |α(g1g2)| ≤ ‖Γϕ‖‖g1‖2‖g2‖2 ja jos g ∈ H1(T), niin |α(g)| ≤
‖Γϕ‖‖g‖1. Nähdään, että α on rajoitettu lineaarinen funktionaali avaruudessa
H1(T), joten Hahn-Banachin lauseen nojalla se voidaan laajentaa koko avaruu-
teen L1(T) siten, että ehto |α(g)| ≤ ‖Γϕ‖‖g‖1 on voimassa kaikille g ∈ L1(T).
Koska avaruuden L1(T) duaaliavaruus on L∞(T), niin funktionaalille α on ole-
massa esitys
α(g) =
1
2pi
∫ 2pi
0
g(eiθ)β(eiθ) dθ,
jollakin β ∈ L∞(T), jolle pätee ‖β‖∞ = ‖α‖ = sup‖g‖1≤1 |α(g)| ≤ ‖Γϕ‖. Lisäksi
funktionaalin α määritelmästä nähdään, että kaikilla k ∈N0 pätee
(β, e−ikθ) =
1
2pi
∫ 2pi
0
eikθβ(eiθ) dt = α(eikθ) = (Γϕeikθ , e−iθ) = d−k−1 = [t]1,k.
Toisin sanoen funktion β Fourier-kertoimet saadaan kaikilla k ∈ N0 ehdosta
βˆ(−k) = d−k−1. Funktio ψ voidaan nyt valita siten, että ψ(eiθ) = e−iθβ(eiθ), jol-
loin ψ−k−1 = d−k−1 = ϕ−k−1 kaikilla k ∈ N0. Lisäksi nyt pätee ‖ψ‖∞ = ‖β‖∞ ≤
‖Γϕ‖. Koska funktioiden ϕ ja ψ negatiivisten indeksien Fourier-kertoimet ovat
samat, niin Γϕ = Γψ. Nyt ‖Γϕ‖ = ‖Γψ‖ ≤ ‖ψ‖∞, joten jokaista Hankel-operaattoria
Γϕ kohti löytyy funktio ψ ∈ L∞(T), jolle ‖ψ‖∞ = ‖Γψ‖ = ‖Γϕ‖, kuten haluttiin.
Koska lisäksi Γϕ = Γϕ+h ja ‖Γϕ+h‖ ≤ ‖ϕ+ h‖∞ kaikilla h ∈ H∞(T), niin
‖Γϕ‖ ≤ inf
h∈H∞(T)
{‖ϕ+ h‖∞}.
Edellä olevan tarkastelun nojalla löytyy funktio ψ ∈ L∞(T) siten, että ‖Γϕ‖ =
‖ψ‖∞, joten yhtäsuuruus saavutetaan, kun h = ψ− ϕ.
Myöhempää käyttöä varten oleellinen huomio on, että mikä tahansa rajoitet-
tu operaattori Γ : H2(T) −→ H2(T)⊥, jonka matriisi on Hankel-matriisi, on vält-
tämättä Hankel-operaattori. Lisäksi Γ = Γψ jollakin ψ ∈ L∞(T) ja ‖Γψ‖ = ‖ψ‖∞.
Tämä nähdään suoraan Neharin lauseen todistuksesta, jossa itse asiassa tarvi-
taan vain oletus, että operaattoria Γϕ vastaava matriisi on Hankel-matriisi. Kai-
ken kaikkiaan nyt on nähty, että rajoitettu operaattori H2(T) −→ H2(T)⊥ on
Hankel-operaattori, jos ja vain jos sitä vastaava matriisi on Hankel-matriisi.
4.4 Kompositio-operaattorit
Operaattoreista viimeisenä esitellään kompositio-operaattorit. Vaikka kyseisiin
operaattoreihin tutustutaan vasta tässä vaiheessa, ovat ne tutkielman ytimessä –
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tutkielman tavoitteenahan on osoittaa, että operaattori Cφ − λ, missä Cφ on hy-
perbolisen Möbius-kuvauksen indusoima kompositio-operaattori Hardyn ava-
ruudessa H2(D) ja λ ∈ σp(Cφ), on universaali.
Hardyn avaruudessa H2(D) kompositio-operaattoreiden teoria on laajalti
selvitetty ja tunnettu. Kompositio-operaattoreista analyyttisten funktioiden ava-
ruuksissa yleisesti ovat Carl Cowen ja Barbara MacCluer kirjoittaneet monipuo-
lisesti kirjassaan, [5].
Määritelmä 4.34. Olkoot φ : D −→ D analyyttinen funktio ja f ∈ H(D). Määri-
tellään kompositio-operaattori Cφ : H(D) −→ H(D) asettamalla kaikilla f ∈ H(D)
Cφ f = f ◦ φ.
Selvästi z 7−→ Cφ f (z) = f (φ(z)) on analyyttinen kuvaus D −→ C.
Kompositio-operaattori Cφ on selvästi lineaarinen ja lisäksi rajoitettu avaruu-
dessa Hp(D) kaikilla p ≥ 1. Operaattorin Cφ normille saadaan myös laskettua
konkreettiset ylä- ja alarajat. Osoitetaan tässä vain tarvitsemamme eli tapaus
p = 2. Tässä sivuutetut yksityiskohdat lukija löytää esimerkiksi juuri C. Cowe-
nin ja B. MacCluerin teoksesta ([5], luku 2.).
Propositio 4.35. Olkoon φ : D −→ D analyyttinen funktio. Tällöin kompositio-ope-
raattori Cφ : H2(D) −→ H2(D), Cφ f = f ◦ φ, on rajoitettu.
Todistus. Olkoon ensin φ : D −→ D sellainen, että φ(0) = 0. Littlewoodin su-
bordinaatiolauseen (mm. [5], Thm 2.22) ja funktion | f |2, f ∈ H(D), subharmo-
nisuuden nojalla
‖Cφ f ‖2 = ‖ f ◦ φ‖2 ≤ ‖ f ‖2
kaikilla f ∈ H2(D), joten ‖Cφ‖ ≤ 1, kun φ : D −→ D on analyyttinen kuvaus,
jolle φ(0) = 0.
Olkoon sitten φ : D −→ D mielivaltainen analyyttinen kuvaus, jolle φ(0) =
w ∈ D. Tällöin τ ◦ φ(0) = 0, missä τ(z) = (z−w)/(1−wz) on Möbius-kuvaus,
jolle τ(w) = 0. Huomaa, että τ−1(z) = z+w1+wz ja w = τ(0) = φ(0). Näin ollen
‖Cψ f ‖2 ≤ ‖ f ‖2, kun ψ := τ ◦φ. Lisäksi voidaan kirjoittaa Cφ = Cτ−1◦ψ = CψCτ−1 ,
joten
‖Cφ‖ ≤ ‖Cψ‖‖Cτ−1‖ ≤ ‖Cτ−1‖.
Arvioidaan lopuksi normia ‖Cτ−1‖ .
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Tehdään muuttujanvaihto eiθ → τ(eit) = eit−w1−weit , missä voidaan valita w =
τ(0) ∈ D. Koska nyt τ′(eit) = ieit · 1−|w|2
(1−weit)2 , niin pienen laskutoimituksen jälkeen
differentiaalille saadaan dθ → 1−|w|2|1−weit|2 dt. Lisäksi
1− |w|2
|1− weit|2 ≤
1− |w|2
(1− |w|)2 =
1+ |w|
1− |w| ,
joten
‖Cτ−1 f ‖22 =
1
2pi
∫ 2pi
0
| f (τ−1(eiθ)|2 dθ ≤ 1+ |w|
1− |w|
1
2pi
∫ 2pi
0
| f (eit)|2 dt = 1+ |τ(0)|
1− |τ(0)| ‖ f ‖
2
2.
Siis
‖Cφ‖ ≤ ‖Cτ−1‖ ≤
√
1+ |τ(0)|
1− |τ(0)| =
√
1+ |φ(0)|
1− |φ(0)| .
Lisäksi havaitaan, että konkreettinen alaraja operaattorinormille ‖Cφ‖ saa-
daan kompositio-operaattorin adjungaatin avulla. Reprodusoivat ytimet κw ∈
H2(D) tulevat taas esille, sillä kompositio-operaattorin adjungaatille C∗φ pätee
C∗φκw = κφ(w), missä κw(z) =
1
1− wz , z, w ∈ D. (4.36)
Tämä nähdään helposti, sillä kaikilla f ∈ H2(D)
( f , C∗φκw) = (Cφ f , κw) = f ◦ φ(w) = f
(
φ(w)
)
= ( f , κφ(w)).
Yhtälön (4.36) nojalla kaikilla w ∈ D on voimassa
‖Cφ‖ = ‖C∗φ‖ ≥
‖κφ(w)‖2
‖κw‖2 =
( 1− |w|2
1− |φ(w)|2
)1/2
.
Valitaan w = 0, jolloin
‖Cφ‖ ≥
( 1
1− |φ(0)|2
)1/2
.
Näin ollen kompositio-operaattori Cφ : H2(D) −→ H2(D) on rajoitettu ja sen
normille pätee (
1
1− |φ(0)|2
)1/2
≤ ‖Cφ‖ ≤
(
1+ |φ(0)|
1− |φ(0)|
)1/2
. (4.37)
Lisähuomautuksena mainittakoon, että luvussa 2 osoitettu sisäfunktioihin
liittyvä lemma 2.5 käytti hyväkseen kompositio-operaattorin Cϕ isometrisuutta
avaruudessa H2(D), kun indusoivana kuvauksena ϕ on sisäfunktio, joka pitää
origon paikallaan!
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Hyperbolinen kompositio-operaattori
Luvussa 2 esitelty Möbius-kuvausten luokittelu elliptisiin, parabolisiin ja hyper-
bolisiin kuvauksiin antaa suoraan tavan luokitella ja nimetä vastaavat komposi-
tio-operaattorit. Kuten erityyppiset kuvaukset, myös niiden indusoimat kompo-
sitio-operaattorit eroavat käyttäytymisellään toisistaan – tässä tutkielmassa on
kuitenkin käyttöä ainoastaan hyperbolisilla kompositio-operaattoreilla.
Määritelmä 4.38. Olkoon φ hyperbolinen Möbius-kuvaus D −→ D. Kuvauksen
φ indusoimaa kompositio-operaattoria Cφ : H2(D) −→ H2(D), Cφ f = f ◦ φ,
kutsutaan hyperboliseksi kompositio-operaattoriksi.
(Lukijan on hyvä muistaa, että Möbius-kuvauksella D −→ D tarkoitetaan
edelleen kuvausta, joka pitää yksikkökiekon lisäksi myös reunan T paikallaan,
vaikka ei merkittäisikään D −→ D.)
Todistetaan vielä ennen hyperbolisen kompositio-operaattorin spektrin pa-
riin pääsyä lemma, joka on Möbius-kuvausten tarkastelun jälkeen ehkä itses-
täänselvä:
Lemma 4.39. Olkoon φ˜ mielivaltainen hyperbolinen Möbius-kuvaus D −→ D, jonka
kiintopisteet ovat yksikkökiekon reunalla T. Jos φ : D −→ D on normalisoitu hyper-
bolinen Möbius-kuvaus, jonka karakteristinen vakio on sama kuin kuvauksella φ˜, niin
kompositio-operaattorit Cφ˜ : H2(D) −→ H2(D) ja Cφ : H2(D) −→ H2(D) ovat
similaariset.
Todistus. Olkoon φ˜ mielivaltainen hyperbolinen Möbius-kuvaus D −→ D, jon-
ka kiintopisteinä ovat z1, z2 ∈ T. Nyt löytyy (ks. luku 2.1) Möbius-kuvaus g :
D −→ D, joka konjugoi kuvauksen φ˜ normalisoiduksi hyperboliseksi Möbius-
kuvaukseksi φ, toisin sanoen g−1 ◦ φ˜ ◦ g = φ, jolle pätee φ(1) = 1 ja φ(−1) = −1.
Koska kaikilla f ∈ H2(D) pätee CgCg−1 f = f = Cg−1 Cg f , niin Cg−1 = C−1g . Lisäk-
si f ◦ φ = f ◦ g−1 ◦ φ˜ ◦ g, joka taas kompositio-operaattorien avulla ilmaistuna
tarkoittaa, että
Cφ = Cg−1◦φ˜◦g = CgCφ˜Cg−1 = CgCφ˜C
−1
g .
Siten operaattorit Cφ˜ ja Cφ ovat similaariset, kun φ˜ ja φ kuuluvat samaan konju-
gaattiluokkaan. Näin ollen tulokset erityisesti spektrin osalta erikoistapauksessa,
missä kompositio-operaattorin Cφ indusoivan hyperbolisen kuvauksen φ kiinto-
pisteet ovat −1 ja 1, yleistyvät kaikkien saman karakteristisen vakion omaavien
hyperbolisten kuvausten indusoimille kompositio-operaattoreille.
Seuraavaksi nähdään, että jokaisen hyperbolisen kompositio-operaattorin Cφ
spektri on geometriseltä muodoltaan origokeskinen annulus, jonka sisäsäde on
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λ1/2φ ja ulkosäde λ
−1/2
φ , missä λφ ∈ (0, 1) on hyperbolisen Möbius-kuvauksen φ
karakteristinen vakio.
Lause 4.40. Olkoon φ : D −→ D mielivaltainen hyperbolinen Möbius-kuvaus. Tällöin
kompositio-operaattorin Cφ spektri on
σ
(
Cφ
)
= {λ ∈ C : λ1/2φ ≤ |λ| ≤ λ−1/2φ },
missä λφ ∈ (0, 1) on kuvauksen φ karakteristinen vakio.
Todistus. Oletetaan ensin, että φ on normalisoitu hyperbolinen Möbius-kuvaus,
toisin sanoen φ(z) = z+r1+rz , missä 0 < r =
1−λφ
1+λφ
< 1. Kuvauksen φ kiintopisteet
ovat −1 ja 1, joista puoleensavetävä on 1. Todistetaan ensin, että operaattorin Cφ
spektrin säteelle ρ(Cφ) pätee
ρ(Cφ) ≤ λ−1/2φ .
Spektrin säde saadaan raja-arvona ρ(Cφ) = limk−→∞ ‖Ckφ‖1/k, joten
ρ(Cφ) = lim
k−→∞
‖Cφk‖1/k,
missä φk := φ ◦ φ ◦ · · · ◦ φ︸ ︷︷ ︸
k kpl
. Arvio (4.37) operaattorin Cφk normille avaruudessa
H2(D) antaa(
1
1− |φk(0)|2
)1/2
≤ ‖Cφk‖ ≤
(
1+ |φk(0)|
1− |φk(0)|
)1/2
=
((
1+ |φk(0)|
)2
1− |φk(0)|2
)1/2
≤ 2
( 1
1− |φk(0)|2
)1/2
.
Nyt
lim
k−→∞
‖Cφk‖1/k = limk−→∞
(
1
1− |φk(0)|2
)1/2k
.
Koska kaikilla k ∈N on voimassa φk(0) = 1−λ
k
φ
1+λkφ
, missä λφ ∈ (0, 1) on kuvauksen
φ karakteristinen vakio, niin
1− |φk(0)|2 = 1−
(1− λkφ
1+ λkφ
)2
=
(1+ λkφ)
2 − (1− λkφ)2
(1+ λkφ)2
=
1+ 2λkφ + λ
2k
φ − 1+ 2λkφ − λ2kφ
(λkφ + 1)2
=
4λkφ
(λkφ + 1)2
. (4.41)
Spektrin säteeksi saadaan näin
ρ(Cφ) = lim
k−→∞
(
1√
1− |φk(0)|2
)1/k
(4.41)
= lim
k−→∞
(λkφ + 1)
1/k
21/k
√
λφ
=
1√
λφ
· lim
k−→∞
(
2−1/k · (λkφ + 1)1/k
)
=
1√
λφ
,
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sillä 2−1/k · (λkφ + 1)1/k −→ 1, kun k −→ ∞, koska λφ ∈ (0, 1).
Koska toisaalta C−1φ = Cφ−1 , niin myös operaattorin C
−1
φ spektri sisältyy
origokeskiseen kiekkoon {λ : |λ| ≤ λ−1/2φ }. Tämä seuraa tiedosta |φk(0)| =
|φ−k(0)| kaikilla k ∈ Z, kun φ on normalisoitu hyperbolinen Möbius-kuvaus.
Lisäksi σ(C−1φ ) = { 1λ : λ ∈ σ(Cφ)}, joten 1|λ| ≤ λ−1/2φ kaikilla λ ∈ σ(Cφ). Näin
ollen σ(Cφ) ⊂
{
λ ∈ C : λ1/2φ ≤ |λ| ≤ λ−1/2φ
}
.
Osoitetaan vielä, että jokainen avoimen annuluksen
{
λ ∈ C : λ1/2φ < |λ| <
λ−1/2φ
}
=: A piste on operaattorin Cφ ominaisarvo. TällöinA ⊂ σp(Cφ) ⊂ σ(Cφ),
josta lauseen väite A = σ(Cφ) seuraa yhdessä spektrin kompaktisuuden ja edel-
lä todistetun inkluusion σ(Cφ) ⊂ A kanssa.
Tehtävänä on siis löytää kaikille pisteille λ ∈ A vastaavat operaattorin Cφ
ominaisvektorit (eli ominaisfunktiot). Tätä varten tarvitaan sopiva kuvaus, joka
liittää jokaiseen kyseisen annuluksen pisteeseen ominaisvektorin. Olkoot s ∈
(−1/2, 1/2) ja t ∈ R mielivaltainen. Asetetaan (tässä logaritmin päähaara)
f (z) =
(1+ z
1− z
)s+it
.
Todistetaan, että näin määritelty funktio f on operaattorin Cφ ominaisvektori
kaikilla s ∈ (−1/2, 1/2) ja t ∈ R ja että näitä vastaavat ominaisarvot ovat täs-
mälleen kaikki avoimen annuluksenA pisteet. Osoitetaan ensin, että f ∈ H2(D).
Nyt
f (z) =
(1+ z
1− z
)s(1+ z
1− z
)it
ja selvästi
(
1+z
1−z
)it
= eit ln
1+z
1−z ∈ H∞(D). Koska kaikilla f ∈ H2(D) ja g ∈ H∞(D)
on voimassa f g ∈ H2(D), niin riittää todistaa, että
g(z) =
(1+ z
1− z
)s
∈ H2(D).
Tapaus s = 0 on selvä. Olkoon s ∈ (0, 1/2). Aiemmin (ks. esimerkki (1.13)) näh-
tiin, että 1
(1−z)s ∈ H2(D). Lisäksi (1+ z)s ∈ H∞(D), joten g ∈ H2(D).
Olkoon sitten s ∈ (−1/2, 0). Kirjoitetaan g(z) =
(
1−z
1+z
)p
, missä p = −s ∈
(0, 1/2). Selvästi (1− z)p ∈ H∞(D). Koska 1
(1−z)p ∈ H2(D), kun p ∈ (0, 1/2),
niin myös 1
(1−(−z))p =
1
(1+z)p ∈ H2(D), kun p ∈ (0, 1/2). Siis g ∈ H2(D) myös
kaikilla s ∈ (−1/2, 0).
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Näin ollen f ∈ H2(D), f (z) =
(
1+z
1−z
)s+it
, kaikilla s ∈ (− 12 , 12) ja t ∈ R.
Koska normalisoitu hyperbolinen Möbius-kuvaus φ on muotoa φ(z) = z+r1+rz
jollakin 0 < r < 1, niin
1+ φ(z)
1− φ(z) =
(1+ r) + z(1+ r)
(1− r)− z(1− r) =
(1+ r)(1+ z)
(1− r)(1− z) .
Nyt
(Cφ f )(z) = ( f ◦ φ)(z) =
( (1+ r)(1+ z)
(1− r)(1− z)
)s+it
=
(1+ r
1− r
)s+it
f (z).
Siten jokainen f on operaattorin Cφ ominaisvektori, jota vastaava ominaisarvo
on
( 1+r
1−r
)s+it. Edellä (ks. 2.9) laskettiin φ′(1) = 1−r1+r ∈ (0, 1), joten kirjoitetaan
λ(s, t) =
( 1
φ′(1)
)s+it
=
( 1
φ′(1)
)s( 1
φ′(1)
)it
=: λ1(s) · λ2(t) (4.42)
ja osoitetaan, että λ(s, t) saa kaikki avoimen annuluksen arvot kun s ∈ (− 12 , 12)
ja t ∈ R.
Koska
(
1
φ
′ (1)
)it
= eit ln(φ
′
(1))−1 , niin λ2(R) = {c ∈ C : |c| = 1}. Kun taas
s ∈ (− 12 , 12), niin λ1(s) saa kaikki (reaaliluku)arvot väliltä (φ′(1)1/2, φ′(1)−1/2).
Nyt yhtälöstä (4.42) voidaan päätellä, että λ(s, t) saa kaikki avoimen annu-
luksen A arvot, kun s ∈ (− 12 , 12) ja t ∈ R.
Koska operaattorin Cφ spektri sisältää ominaisarvojen muodostaman joukon
ja aiemmin osoitettiin, että A ⊂ σ(Cφ), niin
σ(Cφ) = {λ ∈ C : λ1/2φ ≤ |λ| ≤ λ−1/2φ }. (4.43)
Koska operaattorit Cφ ja Cφ˜ ovat similaariset, kun φ˜ on mikä tahansa hyper-
bolinen kuvaus, jolla on sama karakteristinen vakio λφ, niin
σ(Cφ˜) = {λ ∈ C : λ1/2φ ≤ |λ| ≤ λ−1/2φ },
missä λφ = φ
′
(1) = φ˜
′
(z1). (Tässä z1 on kuvauksen φ˜ puoleensavetävä kiintopis-
te).
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5 Rieszin kannoista
Tavoitteena tässä luvussa on osoittaa, että jonon (zj)j∈Z, missä zj ∈ D kaikilla
j ∈ Z, interpoloivuus on yhtäpitävää sen kanssa, että avaruuden H2(D) norma-
lisoitujen reprodusoivien ydinten jono (κ˜zj)j∈Z =
(√
1−|zj|2
1−zjz
)
j∈Z
muodostaa niin
sanotun Rieszin kannan aliavaruudelle span{κ˜zj : j ∈ Z}. Tästä taas seuraa, et-
tä jono (κ˜zj)j∈Z on ekvivalentti avaruuden `2(Z) ortonormaalin kannan kanssa.
Rieszin kannoista (ja niiden käytöstä yleisesti) kiinnostunut lukija löytää lisätie-
toa Ole Christenseniltä, [4].
Luvussa 4.3 määritellyt Hankel-operaattorit tulevat käyttöön Sarasonin lausees-
sa, joka taas on keskeinen osanen tämän luvun päätuloksen todistuksessa. Aloi-
tetaan määrittelemällä Rieszin kannat. (Yksinkertaistuksen vuoksi tehdään aluk-
si tarkastelut indeksijoukolle I =N.)
Määritelmä 5.1. Jono (hj)j∈N Hilbertin avaruudessa H on Rieszin kanta, jos on
olemassa (lineaarinen) isomorfismi eli kääntyvä operaattori T : H −→ H siten,
että (Thj)j∈N on avaruuden H ortonormaali kanta.
Huomaa, että kaikki ortonormaalit kannat ovat automaattisesti Rieszin kan-
toja, mutta normalisoidun jonon ei välttämättä tarvitse olla ortogonaalinen ol-
lakseen Rieszin kanta. Seuraava lause kertoo Rieszin kannasta oleellisen eli sen
mitä ekvivalenttisuudesta ortonormaalin kannan kanssa seuraa.
Lause 5.2. Jono (hj)j∈N on Rieszin kanta Hilbertin avaruudelle H, jos ja vain jos on
olemassa vakiot A, B > 0 siten, että
A
∞
∑
j=1
|cj|2 ≤
∥∥∥ ∞∑
j=1
cjhj
∥∥∥2 ≤ B ∞∑
j=1
|cj|2 (5.3)
kaikilla (cj)j∈N ∈ `2(N).
Todistus. Oletetaan, että jono (hj)j∈N on Rieszin kanta avaruudelle H. Tällöin on
olemassa isomorfismi T siten, että (Thj)j∈N on ortonormaali kanta avaruudelle
H, jolloin ∥∥∑∞j=1 cj(Thj)∥∥2 = ∑∞j=1 |cj|2 kaikilla (cj)j∈N ∈ `2(N). Epäyhtälö (5.3)
seuraa nyt suoraan kuvauksen T isomorfisuudesta: Olkoon h = ∑∞j=1 cjhj ∈ H.
Nyt
∞
∑
j=1
|cj|2 =
∥∥∥ ∞∑
j=1
cj(Thj)
∥∥∥2 = ∥∥∥T ∞∑
j=1
cjhj
∥∥∥2 ≤ ‖T‖2∥∥∥ ∞∑
j=1
cjhj
∥∥∥2.
Samaan tapaan saadaan∥∥∥ ∞∑
j=1
cjhj
∥∥∥2 = ∥∥∥T−1 ∞∑
j=1
cj(Thj)
∥∥∥2 ≤ ‖T−1‖2 · ∞∑
j=1
|cj|2.
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Näin ollen epäyhtälö (5.3) seuraa. (Huomaa myös, että jono (cj)j∈N on välttä-
mättä avaruuden `2(N) jono, mikäli ∑j∈N cj(Thj) ∈ H ja siten ∑j∈N cjhj ∈ H.)
Lauseen toisen suunnan osoittamiseksi asetetaan kuvaus V : `2(N) −→ H,
Vej = hj kaikilla j ∈ N, missä (ej)j∈N on tavallinen ortonormaali kanta ava-
ruudessa `2(N). Yhtälön (5.3) ollessa voimassa kuvaus V on selvästi isomor-
fismi. Määritellään kuvaus T = WV−1, missä W on mikä tahansa isometria
`2(N) −→ H. Nyt siis (Wej)j∈N on avaruuden H ortonormaali kanta. Koska
kaikilla j ∈ N pätee Thj = WV−1hj = Wej, niin T kuvaa jonon (hj)j∈N avaruu-
den H ortonormaaliksi kannaksi.
Luvun päätuloksen todistuksessa hyödynnetään tietoa, että Rieszin kannat
ovat ehdottomia kantoja ja vastaavasti ehdottomat kannat Rieszin kantoja. Todis-
tetaan tämä heti ehdottoman kannan määritelmän jälkeen.
Määritelmä 5.4. Olkoon (hj)j∈N ⊂ H Hilbertin avaruuden H Schauderin kan-
ta eli jokaisella h ∈ H on yksikäsitteinen esitys h = ∑j∈N cjhj siten, että h =
limn−→∞ ∑nj=1 cjhj, missä cj ∈ K kaikilla j ∈ N ja K on avaruuden H kerroin-
kunta. Jono (hj)j∈N on ehdoton kanta, jos
∞
∑
j=1
djhj suppenee avaruuden H normin mielessä (5.5)
aina kun ∑∞j=1 cjhj suppenee ja jono (dj)j∈N on sellainen, että |dj| ≤ |cj| kaikilla
j ∈N.
(Ehdottomalle kannalle on useita yhtäpitäviä määritelmiä – yllä oleva määri-
telmä ei ole tavallisin, mutta jatkoa varten sopivin.)
Jos (hj)j∈N ⊂ H on ehdoton kanta, niin voidaan määritellä lineaarinen ope-
raattori Mb : H −→ H, missä b := (bj)j∈N ∈ l∞(N), |bj| ≤ 1 kaikilla j ∈ N,
asettamalla
Mb
( ∞
∑
j=1
cjhj
)
=
∞
∑
j=1
bjcjhj.
Suljetun kuvaajan lauseen nojalla Mb on jatkuva, jos sen kuvaaja {(h, Mbh) : h ∈
H} ⊂ H ×H on suljettu. Tämä taas on yhtäpitävää sen kanssa, että g = Mbh
aina kun (hn)n∈N ⊂ H ja h, g ∈ H ovat sellaisia, että hn −→ h ja Mbhn −→ g,
kun n −→ ∞. Merkitään hn = ∑j∈N cnj hj, h = ∑j∈N cjhj, g = ∑j∈N djhj, jolloin
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Mbhn = ∑j∈N bjcnj hj. Olkoon h
∗
j ∈ H bi-ortonormaali funktionaali, eli
(h, h∗k ) = h
∗
k (h) = h
∗
k
( ∞
∑
j=1
cjhj
)
= ck kaikilla k ∈N. (5.6)
Hilbertin avaruuden ollessa kyseessä voidaan siis kirjoittaa h = ∑∞j=1(h, h
∗
j )hj
kaikilla h ∈ H. Nyt kaikilla j ∈N, oletus hn −→ h huomioiden, pätee
|cnj − cj| = |(hn − h, h∗j )| ≤ ‖h∗j ‖‖hn − h‖ −→ 0, kun n −→ ∞.
Toisaalta, kaikilla j ∈N myös
|bjcnj − dj| = |(Mbhn − g, h∗j )| ≤ ‖h∗j ‖‖Mbhn − g‖ −→ 0, kun n −→ ∞.
Näin ollen täytyy päteä dj = bjcj kaikilla j ∈ N, joten operaattori Mb : H −→ H
on suljetun kuvaajan lauseen nojalla jatkuva ja siten rajoitettu.
Nyt ‖Mbh‖ < ∞ kaikilla b ∈ l∞(N), ‖b‖∞ ≤ 1, ja h ∈ H, joten Banach-
Steinhausin lauseesta seuraa, että jollain vakiolla M pätee supb,‖b‖∞≤1 ‖Mb‖ ≤
M < ∞. Tätä tarvitaan seuraavassa lauseessa.
Lause 5.7. Olkoon (hj)j∈N normalisoitu jono Hilbertin avaruudessaH. Tällöin (hj)j∈N
on Rieszin kanta, jos ja vain jos se on ehdoton kanta.
Todistus. Rieszin kannan ”ehdottomuus” nähdään helposti: Olkoon (hj)j∈N Rieszin
kanta, jolloin (Thj)j∈N ⊂ H on ortonormaali kanta, missä T : H −→ H on jokin
lineaarinen isomorfismi. Olkoon jono (cj)j∈N ∈ `2(N) sellainen, että ∑∞j=1 cjhj
suppenee normin mielessä avaruudessa H ja jono (dj)j∈N sellainen, että |dj| ≤
|cj| kaikilla j ∈N. Epäyhtälön (5.3) nojalla kaikilla m, n ∈N pätee∥∥∥ m+n∑
j=m
djhj
∥∥∥2 ≤ C · m+n∑
j=m
|dj|2 ≤ C ·
m+n
∑
j=m
|cj|2 −→ 0, kun m −→ ∞,
sillä ∑∞j=1 |cj|2 < ∞. Siten sarja ∑∞j=1 djhj suppenee avaruudessa H aina kun
|dj| ≤ |cj| ja täten (hj)j∈N on ehdoton kanta.
Oletetaan kääntäen, että (normalisoitu) jono (hj)j∈N on ehdoton kanta. Nyt
jokainen h ∈ H voidaan kirjoittaa muodossa h := ∑∞j=1 cjhj ∈ H, missä (cj)j∈N ∈
l∞(N). Olkoon jono (dj)j∈N ⊂ l∞(N) sellainen, että |dj| ≤ |cj|. Tällöin dj = bjcj,
missä bj =
dj
cj
∈ C, |bj| ≤ 1. Kannan (hj)j∈N ehdottomuuden ja yllä esitellyn
operaattorin Mb rajoittuneisuuden nojalla jollakin M < ∞ pätee∥∥∥ ∞∑
j=1
djhj
∥∥∥ = ∥∥∥Mb( ∞∑
j=1
cjhj
)∥∥∥ ≤ M∥∥∥ ∞∑
j=1
cjhj
∥∥∥. (5.8)
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Epäyhtälöstä (5.8) seuraa nyt (muista funktionaalin h∗j määritelmä (5.6))∥∥∥ ∞∑
j=1
±|(h, h∗j )|hj
∥∥∥ ≤ M∥∥∥ ∞∑
j=1
(h, h∗j )hj
∥∥∥ = M‖h‖, (5.9)
riippumatta kunkin termin etumerkin valinnasta summassa epäyhtälön vasem-
malla puolella.
Hilbertin avaruuden suunnikasyhtälöstä ‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2(‖x‖2 +
‖y‖2) saadaan ”laajennettu” versio; seuraavassa ∑± tarkoittaa summaa yli kaik-
kien etumerkkivalintojen. Esimerkiksi summia ∑n−1j=1 ±xj on kaiken kaikkiaan
2n−1 erilaista. Nyt kaikilla x1, . . . , xn ∈ H pätee
∑
±
∥∥∥ n∑
j=1
±xj
∥∥∥2 = ∑
±
(∥∥∥( n−1∑
j=1
±xj
)
+ xn
∥∥∥2 + ∥∥∥( n−1∑
j=1
±xj
)
− xn
∥∥∥2)
= 2
(
∑
±
‖
n−1
∑
j=1
±xj‖2 + 2n−1‖xn‖2
)
= 2∑
±
(∥∥∥( n−2∑
j=1
±xj
)
+ xn−1
∥∥∥2 + ∥∥∥( n−2∑
j=1
±xj
)
− xn−1
∥∥∥2)+ 2n‖xn‖2
= 4∑
±
(∥∥∥( n−3∑
j=1
±xj
)
+ xn−2
∥∥∥2 + ∥∥∥( n−3∑
j=1
±xj
)
− xn−2
∥∥∥2)
+2n‖xn−1‖2 + 2n‖xn‖2
= · · · = 2n
n
∑
j=1
‖xj‖2.
Koska jono (hj)j∈N on normalisoitu, niin yleistetyn suunnikasyhtälön perusteel-
la kaikilla n ∈N seuraa
1
2n ∑±
∥∥∥ n∑
j=1
±|(h, h∗j )|hj
∥∥∥2 = n∑
j=1
|(h, h∗j )|2‖hj‖2 =
n
∑
j=1
|(h, h∗j )|2.
Summia ∑nj=1±|(h, h∗j )|hj on yhteensä 2n erilaista, joten yllä olevan yhtälön ja
arvion (5.9) nojalla kaikilla n ∈N pätee
n
∑
j=1
|(h, h∗j )|2 =
1
2n ∑±
∥∥∥ n∑
j=1
±|(h, h∗j )|hj
∥∥∥2 ≤ 1
2n
· 2n ·M2‖h‖2 = M2‖h‖2. (5.10)
Nyt voidaan määritellään rajoitettu kuvaus J : H −→ `2(N), J(h) = ((h, h∗j ))j∈N.
Toisaalta, kaikilla n ∈ N ja g, h ∈ H, g = ∑∞j=1(g, h∗j )hj, on arvion (5.8) nojalla
voimassa∣∣∣( n∑
j=1
(h, hj)h∗j , g
)∣∣∣ = ∣∣∣ n∑
j=1
(h, hj)(g, h∗j )
∣∣∣ = ∣∣∣ n∑
j=1
(h, hj)(h∗j , g)
∣∣∣ = ∣∣∣( n∑
j=1
(g, h∗j )hj, h
)∣∣∣
≤
∥∥∥ n∑
j=1
(g, h∗j )hj
∥∥∥‖h‖ = ‖Mbg‖‖h‖ (5.8)≤ M‖g‖‖h‖, (5.11)
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missä operaattori Mb on valittu siten, että b = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n kpl
, 0, 0 . . . ).
Koska ‖h∗k‖ = supg∈H,‖g‖≤1 |(g, h∗k )| kaikilla k, niin yhtälön (5.11) (ja Cauchy-
Schwarzin) avulla nähdään, että funktionaalille ∑∞j=1(h, hj)h
∗
j pätee∥∥∥ ∞∑
j=1
(h, hj)h∗j
∥∥∥ = sup
‖g‖≤1
∣∣∣( ∞∑
j=1
(h, hj)h∗j , g
)∣∣∣ = sup
‖g‖≤1
∣∣∣( ∞∑
j=1
(g, h∗j )hj, h
)∣∣∣
= sup
‖g‖≤1
|(g, h)| = ‖h‖ =
∥∥∥ ∞∑
j=1
(h, h∗j )hj
∥∥∥. (5.12)
Siten kaikilla h ∈ H on arvion (5.9) nojalla voimassa∥∥∥ ∞∑
j=1
±|(h, hj)|h∗j
∥∥∥ ≤ M∥∥∥ ∞∑
j=1
(h, hj)h∗j
∥∥∥.
Kuten yhtälössä (5.10), nyt kaikilla h ∈ H ja n ∈N saadaan arvio ∑nj=1 |(h, hj)|2 ≤
M2‖h‖2. Näin ollen myös kuvaus J˜ : H −→ `2(N), J˜(h) = ((h, hj))j∈N on rajoi-
tettu. Tämän adjungaatti J˜∗ : `2(N) −→ H toteuttaa yhtälön
(
J˜∗c, h
)
=
(
c, Jh
)
=
(
(cj)j∈N, (h, hj)j∈N
)
=
∞
∑
j=1
cj(h, hj),
kaikilla c := (cj)j∈N ∈ `2(N) ja h ∈ H. Helposti nähdään, että J˜∗(c) = ∑∞j=1 cjhj.
Lisäksi J˜∗ J(h) = J˜∗((h, h∗j )j∈N) = ∑
∞
j=1(h, h
∗
j )hj = h. Siten J˜
∗ J˜ = I ja J˜∗ on
isomorfismi. Erityisesti pätee J(hj) = ej kaikilla j ∈ N, missä (ej)j∈N on ava-
ruuden `2(N) ortonormaali kanta. Kuten lauseen 5.2 todistuksessa, isomorfismi
U = W J, missä W on mikä tahansa isometria `2(N) −→ H, kuvaa jonon (hj)j∈N
avaruudenH ortonormaaliksi kannaksi (Wej)j∈N. Siispä (hj)j∈N on Rieszin kan-
ta. Lisäksi epäyhtälöstä (5.3) ja yhtälöstä (5.12) nähdään, että (hj)j∈N on Rieszin
kanta, jos ja vain jos (h∗j )j∈N on Rieszin kanta.
Olkoon ψ ∈ H∞(D) sisäfunktio, joka ei ole vakio. Siis pätee |ψ∗(eiθ)| = 1
melkein kaikilla θ ∈ [0, 2pi). Todetaan ensin, että ψH2(D) on avaruuden H2(D)
suljettu aliavaruus. (Tätä tietoa tarvitaan myös seuraavassa luvussa koittavan
Beurlingin lauseen todistuksessa!) Kaikilla f ∈ H2(D)
‖ψ f ‖22 =
1
2pi
∫ 2pi
0
|ψ∗(eiθ) f ∗(eiθ)|2 dθ = 1
2pi
∫ 2pi
0
| f ∗(eiθ)|2 dθ = ‖ f ‖22. (5.13)
Näin ollen kuvaus f 7→ ψ f on isometria H2(D) −→ H2(D). Tästä helposti seu-
raa, että ψH2(D) on avaruuden H2(D) suljettu aliavaruus: Jos ( fn)n∈N ⊂ H2(D)
on Cauchyn jono, niin sitä on myös (ψ fn)n∈N ⊂ ψH2(D), sillä ‖ fn − fm‖ =
‖ϕ fn − ϕ fm‖ kaikilla n, m ∈ N. Koska H2(D) on täydellinen, niin on olemas-
sa f ∈ H2(D) siten, että ‖ fn − f ‖ −→ 0, kun n −→ ∞. Mutta nyt myös
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‖ψ fn − ψ f ‖ −→ 0, kun n −→ ∞, joten ψH2(D) on avaruuden H2(D) täydel-
lisenä aliavaruutena suljettu.
Isometrinen isomorfismi avaruuksien H2(D) ja H2(T) välillä takaa, että
ψ∗H2(T) ⊂ H2(T) on niin ikään suljettu aliavaruus ja voidaan kirjoittaa
H2(T) = ψ∗H2(T)⊕ (ψ∗H2(T))⊥,
missä ψ∗ ∈ H∞(T) := { f ∈ L∞(T) : fˆ (n) = 0 kaikilla n < 0} on tietysti funktio-
ta ψ vastaava reunafunktio.
Ellei toisin mainita, olkoon PK ortogonaalinen projektio H2(T) −→ K, missä
K := {g ∈ H2(T) : (g,ψ∗ f ) = 0 kaikilla f ∈ H2(T)} = (ψ∗H2(T))⊥ ⊂ H2(T).
Koska aliavaruus K ⊂ H2(T) riippuu (jo kiinnitetystä) sisäfunktiosta ψ, niin
merkitään lisäksi K = (ψ∗H2(T))⊥ =: Kψ.
Merkintöjen yksinkertaistamisen vuoksi käytetään tämän luvun loppuun as-
ti samaa merkintää g sekä funktiolle g ∈ H2(D), että sen reunafunktiolle g∗ ∈
H2(T). Erityisesti siis myös sisäfunktiot samaistetaan reunafunktioidensa kans-
sa.
Tässä kohtaa tutkielmaa tarvitaan multiplikaattori-operaattorin Mϕ, missä
ϕ ∈ H∞(D) on sisäfunktio, kompressiota avaruuteen Kψ. Määritellään operaat-
tori Sϕ : Kψ −→ Kψ asettamalla
Sϕ f = PKMϕ f = PK(ϕ f ), f ∈ Kψ. (5.14)
Määritelmästä nähdään, että
‖Sϕ‖ ≤ ‖PK‖‖Mϕ‖ = ‖ϕ‖∞, sillä ‖PK‖ = 1 ja ‖Mϕ‖ = ‖ϕ‖∞. (5.15)
Jos ϕ on identtinen kuvaus z 7→ z, niin merkitään Sz = PKMz. Vakiokuvauksen
z 7−→ 1 tapauksessa S1 = I, sillä kaikilla f ∈ Kψ pätee S1 f = PK(1 · f ) = f .
Huomataan, että operaattorit S1 ja Sz kommutoivat:
SzS1 f = Sz f = S1Sz f , kaikilla f ∈ Kψ. (5.16)
Tätä tietoa tarvitaan lemmassa 5.20. Itse asiassa kaikille sisäfunktioille ϕ1, ϕ2 ∈
H∞(D) pätee
Sϕ1 Sϕ2 = Sϕ2 Sϕ1 .
Vaikka tämä vahvempi tulos on pian tulevan lemman todistuksessa (ja koko
tutkielmassa) tarpeeton, se on kuitenkin mielenkiintoinen ja nähdään suoralla
59
laskulla: Koska H2(T) = Kψ ⊕ ψH2(T), niin kaikilla f ∈ Kψ (ja siis ϕ1 f ∈
H2(T)), voidaan kirjoittaa
ϕ1 f = PK(ϕ1 f ) + QK(ϕ1 f ) = Sϕ1 f + QK(ϕ1 f ),
missä PK : H2(T) −→ Kψ ja QK = I − PK : H2(T) −→ ψH2(T) ovat ortogonaa-
lisia projektioita. Tästä nähdään, että jollakin g ∈ H2(T) on
Sϕ1 f = PK(ϕ1 f ) = ϕ1 f + ψg. (5.17)
Edelleen, ϕ2(Sϕ1 f ) ∈ H2(T), joten
ϕ2(Sϕ1 f ) = PKϕ2(Sϕ1 f ) + QKϕ2(Sϕ1 f ) = Sϕ2 Sϕ1 f + QKϕ2(Sϕ1 f )
ja siten jollakin h ∈ H2(T) pätee
Sϕ2 Sϕ1 f = ϕ2(Sϕ1 f ) + ψh. (5.18)
Yhtälöistä (5.17) ja (5.18) saadaan nyt
Sϕ2 Sϕ1 f = ϕ2(Sϕ1 f ) + ψh = ϕ2(ϕ1 f + ψg) + ψh
= ϕ2ϕ1 f + ψ(ϕ2g + h), missä ϕ2ϕ1 f , ϕ2g + h ∈ H2(T).
Koska Sϕ2 Sϕ1 f ∈ Kψ ja Kψ ⊕ ψH2(T) = H2(T), niin yllä olevasta yhtälöstä
nähdään, että Sϕ2 Sϕ1 f = PK(ϕ2ϕ1 f ). Samaan tapaan, vaihtamalla funktioiden
ϕ1 ja ϕ2 paikkaa, saadaan Sϕ1 Sϕ2 f = PK(ϕ1ϕ2) f . Näin ollen kaikilla f ∈ Kψ
pätee
Sϕ1 Sϕ2 f = PK(ϕ1ϕ2 f ) = PK(ϕ2ϕ1 f ) = Sϕ2 Sϕ1 f , (5.19)
kuten haluttiin.
Seuraavassa lemmassa osoitetaan, että operaattorin Sz kanssa kommutoivien
operaattoreiden T : Kψ −→ Kψ avulla saadaan määriteltyä Hankel-tyyppinen
operaattori T˜ : L2(T) −→ L2(T), jolle pätee T˜(H2(T)) ⊂ H2(T)⊥. Hankel-
operaattorit esiteltiin muiden operaattoreiden kanssa luvussa 4 (ks. määritelmä
4.30). Lisäksi lemmassa tarvitaan tietoa
Mψ(Kψ) ⊂ H2(T)⊥. (5.20)
Tämä nähdään helposti: Olkoon g ∈ Kψ :=
(
ψH2(T)
)⊥. Nyt kaikilla f ∈ H2(T)
pätee
(Mψg, f ) = (ψg, f ) =
1
2pi
∫ 2pi
0
ψ(eiθ)g(eiθ) f (eiθ) dθ
=
1
2pi
∫ 2pi
0
g(eiθ)ψ(eiθ) f (eiθ) dθ = (g,ψ f ) = 0.
Siispä Mψ(Kψ) ⊂ H2(T)⊥. Itse asiassa Mψ kuvaa avaruuden Kψ injektiivises-
ti avaruudelle H2(T)⊥, sillä esimerkissä 4.15 osoitettiin, että Mψ : L2(T) −→
L2(T) on kääntyvä eli välttämättä bijektio.
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Lemma 5.21. Oletetaan, että operaattori T : Kψ −→ Kψ, missä Kψ :=
(
ψH2(T)
)⊥,
kommutoi operaattorin Sz kanssa eli TSz = SzT. Tällöin operaattori T˜,
T˜ = MψTPK
on Hankel-operaattori kuvaten avaruuden H2(T) injektiivisesti avaruudelle H2(T)⊥ ⊂
L2(T).
Todistus. Inkluusion (5.20) nojalla kaikilla f ∈ H2(T) pätee T˜ f = MψTPK f ∈
H2(T)⊥. Lisäksi sisäfunktioilla z 7→ 1 sekä z 7→ z, pätee yhtälön (5.16) nojalla
S1Sz = SzS1, joten
PKMzPK f = SzS1 f = S1Sz f = PKPKMz f = PKMz f .
Tämän ja oletuksen SzT = TSz nojalla on voimassa
SzTPK = TSzPK = TPKMzPK = TPKMz, f ∈ H2(T). (5.22)
Olkoot f , h ∈ H2(T) mielivaltaisia. Nyt TPKMz f ∈ Kψ. Koska Mψg ∈
(
H2(T)
)⊥
kaikilla g ∈ K ja Ph = h kaikilla h ∈ H2(T), kun P : L2(T) −→ H2(T) on orto-
gonaalinen projektio, niin voidaan kirjoittaa
T˜Mz f = MψTPKMz f
(5.22)
= MψTPKMzPK f − P(MψTPKMzPK f ) + h− Ph
= (I − P)Mψ(TPKMzPK f + ψh)
= (I − P)Mψ(PKMzTPK f + ψh). (5.23)
missä viimeinen yhtäsuuruus seuraa oletuksesta SzT = TSz. Yhtälössä (5.23)
voidaan nyt valita h ∈ H2(T) siten, että ψh = (I − PK)MzTPK f ∈ ψH2(T), sillä
MzTPK f ∈ H2(T). Näin ollen kaikilla f ∈ H2(T) pätee
T˜Mz f = (I − P)MψMzTPK f = (I − P)Mz MψTPK f = (I − P)MzT˜ f .
Olkoon nyt m ∈N ja n ∈N0. Tällöin
(T˜ei(n+1)θ , ei(−m)θ) = (T˜Meiθ e
inθ , ei(−m)θ) = (eiθ T˜einθ , ei(−m)θ) = (T˜einθ , ei(−m−1)θ).
Tämä taas tarkoittaa, että operaattoria T˜ : H2(T) −→ H2(T)⊥ vastaavan mat-
riisin [t] alkioille pätee tm,n+1 = tm+1,n kaikilla m ∈ N ja n ∈ N0 ja siten ope-
raattoria T˜ vastaava matriisi on muotoa (4.28). Operaattori T˜ on näin Hankel-
operaattori Nehari’n lauseen 4.32 nojalla.
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Tarvittava työ Sarasonin lauseen todistamista varten on nyt tehty. Kuten ni-
mestä voi päätellä, tämän mahtavan tuloksen on alunperin esittänyt Donald Sa-
rason, [20], ja siihen usein viitataan yleistettynä interpolaationa. Tässä edelleen
operaattori Sϕ on yhtälön (5.14) mukainen kompressio: Sϕ = PKMϕ : K −→ K,
missä K := Kψ :=
(
ψH2(T)
)⊥, jossa ψ ∈ H∞(D) on taas kiinnitetty sisäfunktio.
Lause 5.24 (Sarasonin lause). Olkoon K := (ψH2(T))⊥ ⊂ H2(T), missä ψ ∈
H∞(D) on ei-vakio sisäfunktio. Olkoon T : K −→ K sellainen operaattori, että TSz =
SzT. Tällöin on olemassa ϕ ∈ H∞(D) siten, että T = Sϕ ja ‖ϕ‖∞ = ‖T‖.
Todistus. Oletuksen ja lemman 5.21 nojalla T˜ = MψTPK on Hankel-operaattori
H2(T) −→ H2(T)⊥ ja siten T˜ = Γγ jollakin γ ∈ L∞(T) Nehari’n lauseen 4.32
nojalla.
Huomataan vielä, että ψ · 1 ⊥ K, joten (I − P)γψ = Γγψ = MψTPKψ = 0,
missä I − P : L2(T) −→ H2(T)⊥ on ortogonaalinen projektio. Siispä ψγ ∈
H∞(D). Tästä taas seuraa, että γ = ψϕ jollakin ϕ ∈ H∞(D), sillä |ψ(eiθ)|2 ≡ 1
melkein kaikilla θ ∈ [0, 2pi).
Koska Γγ = MψTPK, niin kaikilla k ∈ K pätee
Tk = MψMψTPKk = MψΓγk = Mψ(I − P)Mψϕk = ψ(I − P)ψϕk.
Koska ϕk ∈ H2(T), niin voidaan kirjoittaa ϕk = k1 + ψh1, missä k1 ∈ K ja
h1 ∈ H2(T). Lisäksi ψh1 ∈ H2(T)⊥ yhtälön (5.20) nojalla. Nyt kaikilla k ∈ K
saadaan
Tk = ψ(I − P)ψ(ϕk) = ψ(I − P)(ψk1 + h1) = ψψk1 = k1 = PK(ϕk) = PKMϕk
ja nähdään, että T = Sϕ, kuten haluttiin.
Lauseen loppuosa seuraa niin ikään Nehari’n lauseen 4.32 avulla. Nimit-
täin, Nehari’n lauseen nojalla kaikille Hankel-operaattoreille Γ on olemassa γ ∈
L∞(T) siten, että ‖Γ‖ = ‖γ‖∞. Koska (tarvittaessa vaihtamalla funktio γ funk-
tioksi γ+ γ1, missä γ1 ∈ H∞(T)) Γγ = T˜, niin nyt
‖γ‖∞ = ‖T˜‖ = ‖MψTPK‖ ≤ ‖Mψ‖‖T‖‖PK‖ ≤ ‖T‖ = ‖Sϕ‖.
Koska |ψ(eiθ)| ≡ 1 melkein kaikilla θ ∈ [0, 2pi) ja γ = ψϕ, missä ϕ ∈ H∞(D),
niin ‖ϕ‖∞ = ‖γ‖∞. Aiemmin nähtiin, että ‖Sϕ‖ ≤ ‖ϕ‖∞, joten Sarasonin lause
on todistettu kokonaisuudessaan.
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Palataan avaruuden H2(D) normalisoitujen reprodusoivien ytimien, siis muo-
toa κ˜w(z) =
√
1−|w|2
1−wz olevien funktioiden, pariin. Tavoitteenahan oli lopulta osoit-
taa, että jonon (zj)j∈Z interpoloivuus on yhtäpitävää sen kanssa, että funk-
tiot {κ˜zj : j ∈ Z} muodostavat Rieszin kannan virittämänsä aliavaruuden sul-
keumalle. Tähän johtavat lemma 5.25 ja lause 5.28, jotka voitaisiin muotoil-
la ja todistaa suoraan indeksijoukolle Z. Lauseessa 5.28 sovelletaan Sarasonin
lausetta tapauksessa ψ = B, missä B(z) = ∏∞j=1
|zj|
zj
zj−z
1−zjz on interpoloivan jo-
non (zj)j∈N määräämä Blaschken tulo, jolloin siis K :=
(
BH2(D)
)⊥ ⊂ H2(D),
ja kun T = Tw : K −→ K, Twκ˜zj = wjκ˜zj . Osoitetaan kuitenkin ensin, että
span{κ˜zj : j ∈ N} = K ja että funktioista κ˜zj edellä mainitulla Blaschken tu-
lolla sopivasti ”skaalaamalla” saatavat funktiot κ˜∗zj toteuttavat niin sanotun bi-
ortogonaalisuusehdon. Huomaa, että kaikilla f ∈ H2(D) pätee
(B f , κ˜zj) = B(zj) f (zj)(1− |zj|2)1/2 = 0,
joten κ˜zj ∈ K kaikilla j ∈N.
Lemma 5.25. Olkoon (zj)j∈N interpoloiva jono. Olkoon Bk Blaschken tulo, jonka nol-
lakohdat ovat jonon (zj)j∈N pisteet pistettä zk lukuunottamatta:
Bk(z) := B(z)
zk
|zk|
1− zkz
zk − z =
∞
∏
j=1,j 6=k
|zj|
zj
zj − z
1− zjz ,
Tällöin span{κ˜zj : j ∈N} = K. Lisäksi funktioille
κ˜∗zj(z) =
Bj(z)
Bj(zj)
κ˜zj(z) =
zj
|zj|
B(z)
Bj(zj)
(1− |zj|2)1/2
zj − z (5.26)
pätee κ˜∗zj ∈ K kaikilla j ∈N ja (κ˜∗zj , κ˜zk) = δjk (bi-ortogonaalisuus).
Todistus. Jos f ∈ H2(D) on funktio, jolle f ⊥ span{κ˜zj}, niin 0 = ( f , κ˜zj) =
(1− |zj|2)1/2 f (zj) kaikilla j ∈ N. Tämä pätee, jos ja vain jos f ∈ BH2(D). Näin
ollen span{κ˜zj : j ∈N} = K :=
(
BH2(D)
)⊥ ⊂ H2(D).
Olkoon f ∈ H2(D). Nyt funktion κ˜∗zj määritelmää ja sisäfunktion B ominai-
suutta |B(eiθ)| = 1 melkein kaikilla θ ∈ [0, 2pi) käyttäen saadaan
(κ˜∗zj , B f ) =
1
2pi
∫ 2pi
0
zj
|zj|
B(eiθ)
Bj(zj)
(1− |zj|2)1/2
zj − eiθ B(e
iθ) f (eiθ) dθ
=
zj
|zj|
(1− |zj|2)1/2
Bj(zj)
(
(zj − z)−1, f
)
.
Koska
1
zj − z =
−1/z
1− (zj/z) = −
∞
∑
n=0
1
z
( zj
z
)n
= −
−1
∑
n=−∞
z−n−1j z
n,
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niin
(
(zj − z)−1, f
)
= 0 ja siten (κ˜∗zj , B f ) = 0. Näin ollen κ˜
∗
zj ∈ K := (BH2(D))⊥.
Lisäksi funktion (κ˜∗zj) määritelmästä (5.26) nähdään, että
(κ˜∗zj , κ˜zk) = (1− |zk|2)1/2κ˜∗zj(zk) = δjk. (5.27)
Tästä päästäänkin tämän luvun päätulokseen:
Lause 5.28. Olkoon (zj)j∈N ⊂ D jono, jolle Blaschken ehto ∑j∈N(1 − |zj|) < ∞
pätee. Tällöin (zj)j∈N on interpoloiva, jos ja vain jos funktiot {κ˜zj}j∈N, missä κ˜zj(z) =√
1−|zj|2
1−zjz , muodostavat Rieszin kannan avaruudelle span{κ˜zj : j ∈N} =: K.
Todistus. Lauseen 5.7 nojalla (κ˜zj)j∈N on Rieszin kanta, jos ja vain jos se on ehdo-
ton kanta. Saman lauseen todistuksen lopussa olevan huomion nojalla (κ˜zj)j∈N
on Rieszin kanta, jos ja vain jos (κ˜∗zj)j∈N on. Todistetaankin lause 5.28 osoitta-
malla, että kannan (κ˜∗zj)j∈N ehdottomuus on yhtäpitävää jonon (zj)j∈N interpo-
loivuuden kanssa.
Olkoot ϕ ∈ H∞(D) ei-vakio sisäfunktio, K := (BH2(T))⊥, missä B on jonon
(zj)j∈N määräämä Blaschken tulo ja operaattori Sϕ = PKMϕ : K −→ K. Tällöin
ϕκ˜∗zj ∈ K kaikilla j ∈N, sillä kaikilla h ∈ H2(D) pätee funktion κ˜∗zj määritelmän
(5.26) nojalla
(Bh, ϕκ˜∗zj) =
( Bj
Bj(zj)
ϕBh, κ˜zj
)
=
√
1− |zj|2ϕ(zj)B(zj)h(zj) = 0.
Nyt, lisäksi bi-ortogonaalisuusehto (5.27) huomioiden, saadaan
(Sϕκ˜∗zj , κ˜zk) = (ϕκ˜
∗
zj , κ˜zk) = ϕ(zk)(κ˜
∗
zj , κ˜zk) = ϕ(zk)δjk.
Näin ollen Sϕκ˜∗zj = ϕ(zj)κ˜
∗
zj . Erityisesti kun ϕ = id : z 7→ z, saadaan
Szκ˜∗zj = zjκ˜
∗
zj . (5.29)
Oletetaan, että jono (κ˜∗zj)j∈N on ehdoton kanta (ks. määritelmä 5.4). Olkoon
w = (wj)j∈N ∈ l∞(N) mielivaltainen rajoitettu jono. Määritellään lineaarinen
kuvaus Tw : K −→ K ehdolla Tw(κ˜∗zj) = wjκ˜∗zj kaikilla j ∈ N. Koska (κ˜∗zj)j∈N on
ehdoton kanta, niin jokainen mielivaltainen k ∈ K voidaan kirjoittaa muodossa
k = ∑j∈N cjκ˜∗zj , missä jono c = (cj)j∈N ∈ c0 on yksikäsitteinen (itse asiassa
tiedetään jopa, että c ∈ `2(N) sillä ehdoton kanta on myös Rieszin kanta). Nyt
‖Tw(k)‖ =
∥∥Tw( ∑
j∈N
cjκ˜∗zj
)∥∥ = ∥∥ ∑
j∈N
wjcjκ˜∗zj
∥∥ ≤ M∥∥ ∑
j∈N
cjκ˜∗zj
∥∥ = M‖k‖
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jollakin M < ∞. Siten operaattori Tw : K −→ K, joka määritellään asettamalla
Tw(κ˜∗zj) = wjκ˜
∗
zj kaikilla j ∈ N, on rajoitettu. Lisäksi, jos k = ∑j∈N cjκ˜∗zj , niin
yhtälön (5.29) nojalla
TwSzk = Tw
(
∑
j∈N
cjzjκ˜∗zj
)
= ∑
j∈N
zjcjwjκ˜∗zj = Sz ∑
j∈N
cjwjκ˜∗zj = SzTwk.
Siis TwSz = SzTw ja Sarasonin lauseen 5.24 nojalla Tw = Sϕ jollakin ϕ ∈ H∞(D),
missä ‖ϕ‖∞ = ‖Tw‖. Bi-ortogonaalisuusehdosta nähdään, että
wjκ˜∗zj = Twκ˜
∗
zj = Sϕκ˜
∗
zj = ϕ(zj)κ˜
∗
zj .
Siis on olemassa ϕ ∈ H∞(D) siten, että ϕ(zj) = wj kaikilla j ∈ N. Mutta tämä-
hän tarkoittaa, että (zj)j∈N on interpoloiva jono.
Oletetaan sitten kääntäen, että (zj)j∈N on interpoloiva jono. Tällöin kaikille
rajoitetuille jonoille (wj)j∈N löytyy funktio f ∈ H∞(D) siten, että f (zj) = wj
kaikilla j ∈ N. Määritellään operaattori T : K −→ K asettamalla Tκ˜∗zj = wjκ˜∗zj =
f (zj)κ˜∗zj kaikilla j ∈ N. Bi-ortogonaalisuusehdon nojalla f (zj)κ˜∗zj = S f κ˜∗zj , joten
T = S f ylläolevalla f ∈ H∞(D). Nyt ‖T‖ ≤ ‖ f ‖∞ < ∞, joten T on rajoitet-
tu operaattori. Siis ∑j∈N wjcjκ˜∗zj suppenee normissa kaikilla rajoitetuilla jonoil-
la (wj)j∈N, kun ∑j∈N cjκ˜∗zj suppenee avaruudessa K, joten (κ˜∗zj)j∈N on ehdoton
kanta avaruudelle K. Siten (κ˜∗zj)j∈N ja edelleen (κ˜zj)j∈N ovat Rieszin kantoja ava-
ruudelle K = span{κ˜zj : j ∈N}.
Yllä oleva tulos pätee selvästi myös kun indeksijoukkona on Z ja siten eri-
koistapauksessa, missä zj = φj(0) kaikilla j ∈ Z ja φ : D −→ D on hyperboli-
nen Möbius-kuvaus, sillä lauseen 3.9 nojalla (zj)j∈N on interpoloiva. Tutkielman
päätulosta varten on näin saatu tieto isomorfismin olemassaolosta interpoloivan
jonon (zj)j∈Z, missä zj = φj(0) ja φ : D −→ D on hyperbolinen Möbius-kuvaus,
määräämien normalisoitujen reprodusoivien ytimien jonon (κ˜zj)j∈Z ja (suljettu-
na Hilbertin avaruuden aliavaruutena) Hilbertin avaruuden span{κ˜zj : j ∈ Z}
ortonormaalin kannan välille. Tästä luonnollisesti seuraa ekvivalenttisuus jonon
(κ˜zj)j∈Z ja avaruuden `2(Z) ortonormaalin kannan (ej)j∈Z välille.
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6 Invariantit alivaruudet
Vihdoin päästään tutkimaan kompositio-operaattorin Cφ : H2 −→ H2 inva-
riantteja aliavaruuksia. Luvun lopussa osoitetaan, että operaattorin Cφ ominais-
funktioiden avulla saadaan määrättyä invariantit aliavaruudet operaattoreille Cφ
ja C−1φ . Beurlingin lause (löytyy mm. Rudinilta [19], Thm 17.21), jonka nojalla
siirto-operaattorin S : H2 −→ H2 kaikki invariantit aliavaruudet ovat tiedossa,
on kaiken alku. Invarianttien aliavaruuksien määritelmä sopii sellaisenaan Ba-
nachin avaruuksiin, mutta tässä tutkielmassa tarvitaan vain tietoa invarianteista
aliavaruuksista Hilbertin avaruuksissa.
Määritelmä 6.1. Olkoot H Banachin avaruus, M ⊆ H suljettu aliavaruus ja
T ∈ L(H). Jos TM⊆M, niin sanotaan, ettäM on T-invariantti aliavaruus.
Jokaisella operaattorilla T ∈ L(H) on triviaalit invariantit aliavaruudet {0}
ja H.
Todistetaan seuraavaksi kuuluisa Beurlingin lause. Kyseisessä lauseessa ope-
raattori S on aiemmin määritelty (ks. 4.13) siirto-operaattori
S : H2(D) −→ H2(D), S f (z) = z f (z), z ∈ D.
Lause 6.2 (Beurlingin lause). Seuraavat kolme väittämää pätevät:
(i) Jos ϕ ∈ H∞(D) on sisäfunktio, niin ϕH2(D) = {ϕ f : f ∈ H2(D)} on S-
invariantti avaruuden H2(D) suljettu aliavaruus.
(ii) Jos ϕ1H2(D) = ϕ2H2(D), missä ϕ1 ja ϕ2 ovat sisäfunktioita, niin ϕ1/ϕ2 on
vakio.
(iii) Jokainen avaruuden H2(D) S-invariantti aliavaruus on muotoa ϕH2(D), missä
ϕ ∈ H∞(D) on sisäfunktio.
Todistus. Todistetaan ensin väite (i). Olkoon f ∈ H2(D) ja olkoon ϕ ∈ H∞(D)
sisäfunktio. Edellisessä luvussa (ks. yhtälö (5.13)) havaittiin jo, että ϕH2(D)
on avaruuden H2(D) täydellisenä aliavaruutena suljettu. Koska lisäksi kaikilla
z ∈ D pätee z · ϕ(z) f (z) = ϕ(z) · z f (z), missä z f ∈ H2(D) kaikilla f ∈ H2(D),
niin S(ϕH2(D)) ⊂ ϕH2(D).
Väitteen (ii) todistus: Olkoot ϕ1, ϕ2 ∈ H∞(D) sisäfunktioita. Oletetaan, et-
tä ϕ1H2(D) = ϕ2H2(D). Koska vakiofunktiot sisältyvät avaruuteen H2(D), niin
on olemassa funktio f ∈ H2(D) siten, että ϕ1 = ϕ2 f . Tiedetään, että funktiolla ϕ2
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on sen analyyttisyydestä johtuen numeroituva lukumäärä nollakohtia kiekossa
D. Nyt ϕ1/ϕ2 on analyyttinen alueessa D \ {zj : ϕ2(zj) = 0, kun j ∈ N}. Funk-
tio ϕ1/ϕ2 on rajoitettu singulariteettiensa eli funktion ϕ2 nollakohtien ympä-
ristössä, joten kompleksianalyysin klassisen tuloksen (ks. esimerkiksi [19], Thm
10.20) nojalla pisteet {zj : ϕ2(zj) = 0, j ∈ N} ovat ns. poistuvia erikoispisteitä.
Näin ollen ϕ1/ϕ2 ∈ H2(D) (tarkalleen ottaen funktion ϕ1/ϕ2 laajennus yksik-
kökiekkoon D). Samoin saadaan ϕ2/ϕ1 ∈ H2(D). Asetetaan ϕ = ϕ1/ϕ2, josta
1/ϕ = ϕ2/ϕ1. Merkitään h := ϕ+ (1/ϕ), jolloin h ∈ H2(D). Koska |ϕ∗(eiθ)| = 1
melkein kaikilla θ ∈ [0, 2pi), niin
h∗(eiθ) = ϕ∗(eiθ) +
1
ϕ∗(eiθ)
= ϕ∗(eiθ) +
ϕ∗(eiθ)
|ϕ∗(eiθ)|2 = 2Re(ϕ
∗(eiθ)) ∈ R
melkein kaikilla θ ∈ [0, 2pi). Koska h on funktion h∗ Poissonin integraali (ks. kaa-
va (1.12)), niin h on reaaliarvoinen funktio. Esimerkiksi Cauchy-Riemannin yh-
tälöillä nähdään, että reaaliarvoisena, analyyttisenä funktiona h on vakio. Näin
ollen ϕ = ϕ1/ϕ2 on vakio.
Osoitetaan vielä viimeisin väite, (iii), todeksi. Olkoon M avaruuden H2(D)
S-invariantti aliavaruus, M 6= {0}. Nyt kaikki funktiot g ∈ M, g 6= 0, ovat
muotoa g(z) = ∑∞n=k cnz
n jollakin k ∈ N, ck 6= 0. Valitaan funktio f aliavaruu-
destaM siten, että sen sarjaesityksessä indeksi k on pienin mahdollinen – toisin
sanoen M ei sisällä muotoa g(z) = ∑∞n=l cnzn, jossa l < k, olevia funktioita. Li-
säksi voidaan asettaa ck = 1. Nyt f /∈ zM = {g : g(z) = zh(z), h ∈ M}. Lisäksi
zM ( M on avaruuden M suljettu aliavaruus, sillä f 7−→ z f on lineaarinen
isometriaM−→M (vrt. (5.13)).
Tällöin on olemassa ϕ ∈ M, ϕ 6= 0, siten, että ϕ ∈ (zM)⊥. Koska vakiolla
kertominen ei muuta kohtisuoruutta, niin voidaan olettaa, että ‖ϕ‖2 = 1. Väite-
tään, että ϕ on sisäfunktio ja ettäM = ϕH2(D).
Nyt ϕ ⊥ znM kaikilla n = 1, 2, 3, .., silläM on S-invariantti aliavaruus, joten
znM⊂ zM kaikilla n ≥ 2.
Huomaa, että (znϕ)∗(eiθ) = einθϕ∗(eiθ). Näin ollen avaruuden H2(D) sisätu-
losta saadaan kaikilla n ∈N:
0 =
1
2pi
∫ 2pi
0
ϕ∗(eit)einθϕ∗(eiθ)dθ =
1
2pi
∫ 2pi
0
|ϕ∗(eiθ)|2e−inθ dθ.
Ottamalla yhtälöstä puolittain kompleksikonjugaatit saadaan
0 =
1
2pi
∫ 2pi
0
|ϕ∗(eiθ)|2einθ dθ kaikilla n = 1, 2, 3, . . . .
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Koska ϕ∗, ϕ∗ ∈ L2(T), niin |ϕ∗|2 ∈ L1(T). Näin ollen funktio |ϕ∗|2 määräytyy
Fourier-kertoimiensa |̂ϕ∗|2(n) = 12pi
∫ 2pi
0 |ϕ∗(eiθ)|2e−inθ dθ perusteella, jotka tässä
tapauksessa saavat arvon 1, kun n = 0 ja yllä olevien yhtälöiden nojalla arvon
0, kun n ∈ Z \ {0}. Lisäksi oletettiin, että ‖ϕ‖2 = 1, joten |ϕ∗(eiθ)| = 1 melkein
kaikilla θ ∈ [0, 2pi). Maksimiperiaatteen nojalla |ϕ(reiθ)| < 1 kaikilla 0 < r < 1
ja θ ∈ [0, 2pi). Nähtiin, että ϕ on sisäfunktio!
Koska ϕ ∈ M ja M on S-invariantti aliavaruus, niin znϕ ∈ M kaikilla
n = 0, 1, 2, . . . . Lineaarisuuden nojalla P · ϕ ∈ M, missä P(z) = c0 + c1z +
c2z2 + · · ·+ cnzn on (analyyttinen) polynomi. Olkoon g ∈ H2(D) mielivaltainen.
Koska analyyttiset polynomit ovat tiheässä avaruudessa H2(D), niin on olemas-
sa jono (pn)n∈N polynomeja siten, että pn −→ g ∈ H2(D), kun n −→ ∞. Kuvaus
g 7−→ ϕg on isometria avaruudessa H2(D), joten jono (ϕpn)n suppenee avaruu-
dessaM kohti funktiota ϕg ∈ ϕH2(D). Siis ϕH2(D) ⊂M.
Olkoon h ∈ M sellainen funktio, että h ⊥ ϕH2(D). Koska ϕH2(D) on sul-
jettu avaruudessa H2(D), niin riittää osoittaa, että h = 0, josta seuraa M ⊂
ϕH2(D). Oletuksen h ⊥ ϕH2(D) nojalla h ⊥ ϕzn kaikilla n ∈N0. Siispä
1
2pi
∫ 2pi
0
h∗(eiθ)ϕ∗(eiθ)e−inθ dθ = 0, kaikilla n ∈N0. (6.3)
Toisaalta, jos h ∈ M, niin znh ∈ zM kaikilla n ∈ N. Nyt znh ⊥ ϕ, sillä zM ⊥
ϕ ∈ M, joten
1
2pi
∫ 2pi
0
h∗(eiθ)ϕ∗(eiθ)e−inθ dθ = 0, kun n = −1,−2, . . . . (6.4)
Yllä olevista yhtälöistä (6.3) ja (6.4) huomataan, että kaikki Fourier-kertoimet
funktiolle h∗ϕ∗ ∈ L2(T) ovat nollia ja siten h∗ϕ∗ = 0 melkein kaikkialla yksik-
köympyrällä T. Koska ϕ on sisäfunktio ja h funktion h∗ Poisson integraali, niin
melkein kaikilla θ ∈ [0, 2pi) pätee
0 = |h∗(eiθ)ϕ∗(eiθ)| = |h∗(eiθ)||ϕ∗(eiθ)| = |h∗(eiθ)| ≥ |h(eiθ)|.
Siis h ≡ 0 ja sitenM ⊂ ϕH2(D). Kaiken kaikkiaan saatiin osoitettua, ettäM =
ϕH2(D).
Huomautus 6.5. Invariantin aliavaruuden määritelmästä 6.1 nähdään, että josM
on S-invariantti aliavaruus, missä S on siirto-operaattori Hilbertin avaruudessa
H, niin M⊥ on S∗-invariantti aliavaruus. Nimittäin, jos nyt g ∈ M⊥, niin kaikilla
f ∈ M pätee 0 = (g, S f ) = (S∗g, f ). Näin ollen S∗g ∈ M⊥ kaikilla g ∈ M⊥.
Toisaalta, jos S∗M⊥ ⊂ M⊥, niin kaikilla f ∈ M ja g ∈ M⊥ pätee (g, S f ) =
(S∗g, f ) = 0, joten S f ∈ (M⊥)⊥ = M, koska M on suljettu. Siis M⊥ on S∗-
invariantti aliavaruus, jos ja vain josM on S-invariantti aliavaruus!
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Seuraavaksi löydetään kompositio-operaattorin Cψ : H2(D) −→ H2(D), mis-
sä ψ ∈ H∞(D) on sisäfunktio, ja siirto-operaattorin adjungaatin S∗ : H2(D) −→
H2(D) (ks. määritelmä 4.14) yhteisien invarianttien aliavaruuksien muoto. Ky-
seinen tulos, kuten myös siitä seuraava korollaari 6.10, ovat Nordgrenin et al.
artikkelista, [13]. Lauseessa hyödynnetään jälleen avaruuksien H2(D) ja H2(T)
yhteyttä, so. käsitellään funktioita yksikkökiekon sijaan yksikkökiekon reunal-
la. Tällöin sisäfunktioille ϕ ∈ H2(D) pätee 1/ϕ∗ = ϕ∗, sillä 1 = |ϕ∗(eiθ)|2 =
ϕ∗(eiθ)ϕ∗(eiθ) melkein kaikilla θ ∈ [0, 2pi).
Lause 6.6. Olkoon ψ ∈ H∞(D) ei-vakio sisäfunktio, jolle ψ(0) = (ψ, 1) =: ψ0 6= 0.
Tällöin kompositio-operaattorin Cψ : H2(D) −→ H2(D) ja siirto-operaattorin S∗ :
H2(D) −→ H2(D) yhteiset invariantit aliavaruudet ovat muotoa
H2(D)	 zgH2(D) := (zgH2(D))⊥ ⊂ H2(D),
missä g ∈ H∞(D) on sisäfunktio ja g ◦ ψ jakaa funktion g eli on olemassa funktio
f ∈ H2(D) siten, että g = (g ◦ ψ) f .
Kääntäen pätee, että muotoa
(
zgH2(D)
)⊥ ⊂ H2(D) olevat aliavaruudet ovat in-
variantteja operaattoreille Cψ ja S∗.
Todistus. OlkoonM ( H2(D) aliavaruus,M 6= {0}, joka on sekä Cψ-invariantti,
että S∗-invariantti. Beurlingin lauseen 6.2 ja sen jälkeisen huomautuksen 6.5 no-
jalla tiedetään, että M = H2(D) 	 ϕH2(D), missä ϕ ∈ H∞(D) on jokin sisä-
funktio, joka ei ole vakio. (Jos ϕ on vakio, niinM = {0}.) SiisM = (ϕH2(D))⊥
on S∗ -invariantti. Koska kaikilla h ∈ H2(D) pätee
0 = (1, zh) = (ϕϕ, zh) = (ϕ, zϕh) = (ϕ, S(ϕh)) = (S∗ϕ, ϕh),
niin S∗ϕ ∈ M ja siten (oletuksen nojalla) CψS∗ϕ ∈ M. Nyt (tässä z = id, toisin
sanoen z 7−→ z)
CψS∗ϕ = Cψ
ϕ− ϕ0
z
=
(ϕ− ϕ0) ◦ ψ
z ◦ ψ =
ϕ ◦ ψ− ϕ0
ψ
,
missä ϕ0 := (ϕ, 1). Koska f ⊥ ϕH2(D) kaikilla f ∈ M, niin kaikilla h ∈ H2(D)
pätee
0 =
(
CψS∗ϕ, ϕh
)
=
1
2pi
∫ 2pi
0
(ϕ ◦ ψ)∗(eiθ)− ϕ0
ψ∗(eiθ)
· ϕ∗(eiθ)h∗(eiθ) dθ
=
1
2pi
∫ 2pi
0
(
(ϕ ◦ ψ)∗(eiθ)− ϕ0
)
ψ∗(eiθ)ϕ∗(eiθ)h∗(eiθ) dθ.
Näin ollen ψ∗ϕ∗
(
(ϕ ◦ ψ)∗ − ϕ0
) ∈ (H2(T))⊥ ⊂ L2(T). Tästä taas seuraa, että
ϕ∗ψ∗((ϕ ◦ ψ)∗ − ϕ0) = eiθh∗ (6.7)
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jollakin h ∈ H2(D). (Jos g ∈ L2(T) ja g ⊥ H2(T), niin g = ∑−1n=−∞ aneinθ joillakin
an ∈ C. Siispä g = ∑∞n=1 bneinθ , jossa bn = a−n, toisin sanoen g = eiθh jollakin
h ∈ H2(T).)
Koska ϕ ◦ ψ on lemman 2.5 nojalla sisäfunktio, niin yhtälöstä (6.7) saadaan
ϕ∗ψ∗
(ϕ◦ψ)∗ = ϕ0ϕ
∗ψ∗ + eiθh∗, joka taas antaa (palaamalla reunafunktioista yksikkö-
kiekkoon)
ϕψ
ϕ ◦ ψ = ϕ0ϕψ+ zh. (6.8)
Otetaan yllä olevasta yhtälöstä puolittain sisätulot vakiofunktion 1 kanssa, jol-
loin yhtälön (6.8) vasen puoli antaa
( ϕψ
ϕ ◦ ψ , 1
)
=
ϕψ
ϕ ◦ ψ (0) =
ϕ0ψ0
ϕ ◦ ψ(0) =
ϕ0ψ0
ϕ(ψ0)
ja vastaavasti oikea puoli
(ϕ0ϕψ+ e
iθh, 1) = ϕ0(ϕ, 1)(ψ, 1) + (zh, 1)︸ ︷︷ ︸
=0
= ϕ0ϕ0ψ0.
Siispä
ϕ0ψ0
ϕ(ψ0)
= ϕ0ϕ0ψ0. (6.9)
Oletuksen mukaan ψ0 6= 0 ja ϕ ei ole vakiofunktio. Jos oletetaan, että ϕ0 6= 0,
niin päädytään ristiriitaan: Jaetaan yhtälö (6.9) puolittain vakiolla ϕ0ψ0 ja saa-
daan 1 = ϕ0ϕ(ψ0). Koska ϕ ja ψ ovat sisäfunktioita, niin |ϕ0| = |ϕ0| ≤ 1 ja
|ϕ(ψ0)| ≤ 1. Nyt 1 = |ϕ0||ϕ(ψ0)| ≤ 1, joten |ϕ0| = |ϕ(ψ0)| = 1. Mutta nyt
|ϕ(0)| = |ϕ(ψ(0))| = 1 = ‖ϕ‖∞, joten maksimiperiaatteen nojalla ϕ on vakio-
funktio yksikkökiekossa D. Tämä on ristiriidassa oletuksen kanssa, joten täy-
tyy päteä ϕ(0) = 0 ja siten sisäfunktion ϕ on oltava muotoa zg, missä g on
sisäfunktio. Siis M = H2(D)	 zgH2(D). Lisäksi yhtälö (6.8) saa nyt muodon
ϕψ = zh(ϕ ◦ ψ), josta edelleen sijoituksen ϕ = zg jälkeen
zgψ = zh((zg) ◦ ψ) = zhψ(g ◦ ψ) ⇐⇒ g = h(g ◦ ψ).
Siis g ◦ ψ jakaa funktion g, kuten haluttiin.
Huomatuksen 6.5 nojalla muotoa
(
zgH2(D)
)⊥ olevat avaruuden H2(D) ali-
avaruudet ovat S∗-invariantteja, sillä zgH2(D) on selvästi S-invariantti. Jäljelle
jää osoittaa aliavaruuden
(
zgH2(D)
)⊥
=: M invarianttisuus operaattorin Cψ
suhteen, kun g on väitteen mukainen sisäfunktio. Olkoon siis M = H2(D) 	
zgH2(D), missä g on sisäfunktio, jonka g ◦ ψ jakaa. Nyt g = h1(g ◦ ψ) jollakin
h1 ∈ H2(D).
70
Olkoon f ∈ M ⊂ H2(D). Koska f ⊥ zgH2(D), niin kaikilla h ∈ H2(D)
pätee
0 = ( f , zgh) =
1
2pi
∫ 2pi
0
f ∗(eiθ)eiθg∗(eiθ)h∗(eiθ) dθ,
joten g∗ f ∗ ∈ (eiθH2(T))⊥ ⊂ L2(T). Mutta tällöinhän g∗ f ∗ ∈ H2(T) ja siis g f ∈
H2(D). Lisäksi
Cψ(g f ) = (g f ) ◦ ψ = (g ◦ ψ)( f ◦ ψ) ∈ H2(D).
Koska kaikilla h ∈ H2(D) pätee eiθh∗ ∈ (H2(T))⊥, niin
0 =
(
(g ◦ ψ)∗( f ◦ ψ)∗, eiθh∗) = ((g ◦ ψ)∗eiθh∗, ( f ◦ ψ)∗) = ((g ◦ ψ)zh, ( f ◦ ψ)).
Näin ollen f ◦ ψ ⊥ z(g ◦ ψ)h, kun f ∈ M ja h ∈ H2(D). Koska g ◦ ψ jakaa
funktion g, niin f ◦ ψ ⊥ zgH2(D). SitenM on Cψ -invariantti aliavaruus.
Todistetaan nyt luvussa 7 tarpeellinen korollaari edellisen lauseen avulla.
Korollaari 6.10. Olkoon Cϕ : H2(D) −→ H2(D) kääntyvä kompositio-operaattori,
missä ϕ ∈ H∞(D) on ei-vakio sisäfunktio, jolle ϕ(0) 6= 0. Olkoon g ∈ H∞(D)
sisäfunktio. Tällöin seuraavat ehdot ovat yhtäpitävät
(1) gH2(D) on sekä Cϕ-invariantti, että C−1ϕ -invariantti
(2)
(
zgH2(D)
)⊥ ⊂ H2(D) on sekä Cϕ-invariantti, että C−1ϕ -invariantti
(3) g on operaattorin Cϕ ominaisvektori.
Todistus. (1) ⇔ (2): Oletetaan, että ehto (1) pätee eli Cϕ(gH2(D)) ⊂ gH2(D) ja
C−1ϕ (gH2(D)) = Cϕ−1(gH2(D)) ⊂ gH2(D). Siispä joillakin h1, h2 ∈ H2(D) pätee
Cϕg = g ◦ ϕ = gh1 ja C−1ϕ g = Cϕ−1 g = g ◦ ϕ−1 = gh2. Näin ollen
g = g ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = gh1 ◦ ϕ−1 = (g ◦ ϕ−1)(h1 ◦ ϕ−1), missä h1 ◦ ϕ−1 ∈ H2(D),
ja
g = g ◦ ϕ−1 ◦ ϕ = gh2 ◦ ϕ = (g ◦ ϕ)(h2 ◦ ϕ), missä h2 ◦ ϕ ∈ H2(D). (6.11)
Siten molemmat yhdistetyt funktiot g ◦ ϕ ja g ◦ ϕ−1 jakavat funktion g, joten
edellä todistetun lauseen 6.6 nojalla H2(D)	 zgH2(D) on Cϕ-invariantti ja C−1ϕ -
invariantti. Sama päättely toiseen suuntaan todistaa, että ehdot (1) ja (2) ovat
yhtäpitävät.
(1) ⇔ (3): Ehdon (1) ollessa voimassa jälleen joillakin h1, h2 ∈ H2(D) pätee
g ◦ ϕ = gh1 ja g ◦ ϕ−1 = gh2. Koska yhdistetyt funktiot g ◦ ϕ ja g ◦ ϕ−1 ovat
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sisäfunktioita lemman 2.5 nojalla, niin myös funktioiden h1, h2 täytyy olla sisä-
funktioita. Lisäksi (ks. yhtälö (6.11)) g = (g ◦ ϕ)(h2 ◦ ϕ) = gh1(h2 ◦ ϕ), mistä
nähdään, että h1(h2 ◦ ϕ) ≡ 1. Siten h1 ja h2 ovat vakiofunktioita, sillä ϕ ei ole
vakio. Siispä g = (g ◦ ϕ) · λ eli Cϕg = λ−1g jollakin λ ∈ C \ {0}, joten g on
operaattorin Cϕ ominaisvektori. Sama päättely (selvin muutoksin) osoittaa, et-
tä g on myös operaattorin C−1ϕ ominaisvektori. Oletetaan sitten, että ehto (3)
on voimassa. Tällöin Cϕg = λg, jollakin λ ∈ C \ {0}, joten kaikilla h ∈ H2(D)
pätee (gh) ◦ ϕ = (g ◦ ϕ)(h ◦ ϕ) = λg(h ◦ ϕ) ∈ gH2(D). Siis gH2(D) on Cϕ-
invariantti. Jos g on operaattorin Cϕ ominaisvektori, niin se on myös operaatto-
rin C−1ϕ ominaisvektori: Koska g = g ◦ ϕ ◦ ϕ−1 = λg ◦ ϕ−1, missä λ ∈ C \ {0},
niin g ◦ ϕ−1 = λ−1g. Ehtojen (1) ja (3) yhtäpitävyys on siten osoitettu.
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7 Universaaleista operaattoreista
Lineaaristen operaattoreiden joukossa universaalit operaattorit ovat määritelmän-
sä perusteella hyvin erityisiä. Aika yllättäen näitä operaattoreita on kuitenkin
olemassa lukuisia, jonka Selwyn R. Caraduksen äärimmäisen yksinkertainen,
operaattorin universaaliudelle riittävä ehto vuodelta 1969 takaa, [2].
Jo ennen Caraduksen tulosta, vuonna 1959 Gian-Carlo Rota, [18], esitteli ope-
raattorin, joka on ”universaali malli kaikille lineaarisille operaattoreille”: Olkoon
H˜ Hilbertin avaruuden H numeroituvasti ääretön suora summa eli
H˜ := H⊕H⊕H · · · ,
joka siis koostuu kaikista vektorijonoista h := (h1, h2, . . . ) ∈ H˜, joille
‖h‖2H˜ :=
∞
∑
j=1
‖hj‖2H < ∞, missä hj ∈ H kaikilla j ∈N.
Avaruus H˜ on Hilbertin avaruus sisätulolla (h, g)H˜ = ∑∞j=1(hj, gj) varustettu-
na. Olkoon S˜ : H˜ −→ H˜ vektoriarvoinen (taaksepäin) siirto-operaattori, toisin
sanoen kaikilla h ∈ H˜ pätee
S˜h = S˜(h1, h2, . . . ) = (h2, h3, . . . ).
Lukija voi tarkistaa, että Rotan mallioperaattori S˜ toteuttaa hetken kuluttua esi-
teltävän Caraduksen ehdon ja on siten universaali operaattori, kun universaalin
operaattorin määritelmäksi annetaan:
Määritelmä 7.1. Operaattori U ∈ L(H) on universaali, jos mille tahansa operaat-
torille T ∈ L(H), T 6= 0, on olemassa α ∈ C \ {0}, U-invariantti aliavaruus M,
jolle {0} 6=M⊂ H, sekä kääntyvä operaattori V : H −→M siten, että
αT = V−1U|MV. (7.2)
(TapausM = H sallitaan tässä.)
Todistetaan seuraavaksi S. Caraduksen julkaisema tulos, jonka mukaan ope-
raattori Hilbertin avaruudessa on universaali toteuttaessaan kaksi yksinkertaista
ehtoa. Käytetään operaattorin U ytimelle {h ∈ H : Uh = 0} merkintää Ker (U)
ja kuvalle U(H) merkintää Ran(U).
Lause 7.3. Olkoon H separoituva, ääretönulotteinen Hilbertin avaruus ja olkoon U ∈
L(H). Jos
(i) dim Ker (U) = ∞ ja
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(ii) Ran(U) = H,
niin U on universaali operaattori.
Todistus. Etsitään ensin operaattorit V, W ∈ L(H) siten, että UV = I, UW = 0,
Ker (W) = {0}, Ran(W) suljettu ja Ran(W) ⊥ Ran(V). Koska H on Hilbertin
avaruus ja Ker (U) (jatkuvan kuvauksen ytimenä) sen suljettu aliavaruus, niin
voidaan kirjoittaa H = Ker (U) ⊕ Ker (U)⊥. Siten kaikki funktiot h ∈ H ovat
muotoa h = h1 + h2, missä h1 ∈ Ker (U) ja h2 ∈ Ker (U)⊥.
Nyt oletuksista seuraa, että operaattori U|Ker (U)⊥ : Ker (U)⊥ −→ H on sur-
jektio, sillä selvästi U
(
Ker (U)⊥
)
= H. Myös injektiivisyys on selvä, sillä h ∈
Ker U, jos Uh = 0. Avoimen kuvauksen lauseen nojalla operaattori U|Ker (U)⊥ :
Ker (U)⊥ −→ H on kääntyvä. Merkitään V := (U|Ker (U)⊥)−1 : H −→ Ker (U)⊥.
Nyt operaattori UV = U(U|Ker (U)⊥)−1 on identiteettioperaattori H −→ H.
Olkoot (en)n∈N (ääretönulotteisen) avaruuden H ortonormaali kanta ja vas-
taavasti (e
′
n)n∈N (oletuksen mukaan ääretönulotteisen) aliavaruuden Ker (U) or-
tonormaali kanta. Asetetaan Wen = e
′
n kaikilla n ∈ N. Nyt operaattorille W :
H −→ Ker (U) pätee Wh = W(∑n∈N cnen) = ∑n∈N cne′n = 0, jos ja vain jos
cn = 0 kaikilla n ∈N, joten Ker (W) = {0}. Koska Ran(W) = Ker (U) on suljet-
tu (ja siten täydellinen), niin jälleen avoimen kuvauksen lause takaa operaattorin
W kääntyvyyden. Operaattorin W käänteisoperaattorille W−1 : Ker (U) −→ H
pätee W−1e′n = en kaikilla n ∈ N. Lisäksi W on isometria ja siten ‖W‖ = 1, sillä
kaikilla h := ∑n∈N cnen ∈ H pätee ‖Wh‖2 = ‖∑n∈N cne′n‖2 = ∑n∈N |cn|2 = ‖h‖2.
Koska Ran(W) = Ker (U) ja Ran(V) = Ker (U)⊥, niin Ran(W) ⊥ Ran(V).
Olkoon T ∈ L(H) mikä tahansa operaattori. Valitaan α ∈ C \ {0} siten, että
|α|‖T‖‖V‖ < 1. Asetetaan S := ∑∞k=0 αkVkWTk. Näin määritelty operaattori on
rajoitettu (ja siten jatkuva) sillä sarjan summa suppenee operaattorinormissa:
‖S‖ =
∥∥∥ ∞∑
k=0
αkVkWTk
∥∥∥ ≤ ∞∑
k=0
|α|k‖V‖k‖W‖‖T‖k =
∞
∑
k=0
(|α|‖T‖‖V‖)k = M,
missä M < ∞ suppenevan geometrisen sarjan summana. Lisäksi S on (lineaa-
risten operaattoreiden yhdisteenä) lineaarinen ja
S = α0V0WT0 +
∞
∑
k=1
αkVkWTk = W + αV
( ∞
∑
k=1
αk−1Vk−1WTk−1
)
T
= W + αVST. (7.4)
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Koska UW = 0 ja UV = I, niin yhtälöstä (7.4) saadaan edelleen
US = UW + αUVST = αST. (7.5)
Olkoon h ∈ H sellainen, että Sh = Wh + αVSTh = 0. Koska Ran(W) ⊥
Ran(V), niin αVSTh = Wh = 0. Koska Ker (W) = {0}, niin h = 0. Näin ol-
len Ker (S) = {0} ja S on injektio. Jotta voidaan todeta operaattorin S : H −→
S(H) kääntyvyys (avoimen kuvauksen lauseen avulla), niin vielä täytyy näyt-
tää, että Ran(S) on suljettu: Olkoot y ∈ S(H) ja jono (hn) ∈ H sellaisia, et-
tä Shn −→ y ∈ H. Tällöin yhtälön (7.4) nojalla Whn + αVSThn −→ y, mis-
sä Whn ∈ Ran(W) ja αVSThn ∈ Ran(V). Kirjoittamalla y = Py + Qy, missä
P : H −→ R(W) = Ker (U) ja Q : H −→ Ker (U)⊥ ovat ortogonaalisia pro-
jektioita, väistämättä pätee Whn −→ Py. Koska Ran(W) on suljettu ja W on
isometria, niin on olemassa h ∈ H siten, että ‖hn − h‖ = ‖Whn −Wh‖ −→ 0,
kun n −→ 0. Tästä taas seuraa, että Shn −→ Sh, joten Sh = y ∈ Ran(S). Siten
Ran(S) on suljettu ja edelleen täydellinen. Avoimen kuvauksen lauseen nojalla
S : H −→ S(H) on kääntyvä.
Lisäksi yhtälöstä (7.5) nähdään, että U(Ran(S)) ⊂ Ran(S), joten Ran(S) on
U-invariantti aliavaruus. Nyt S−1US = S−1SαT, josta S−1(U|Ran(S))S = αT.
Tämän luvun lopussa – koko tutkielman päätuloksena – todistetaan edellä
esitettyyn Caraduksen ehtoon nojautuen Nordgrenin et al. tulos:
Olkoon Cφ : H2 −→ H2 hyperbolinen kompositio-operaattori. Tällöin operaattori
Cφ − λ : H2 −→ H2, missä λ ∈ C on operaattorin Cφ spektrin sisäpiste, on universaa-
li operaattori.
Tätä varten tarvitaan kuitenkin enemmän tietoa kompositio-operaattorista
Cφ : H2 −→ H2 ja erityisesti operaattorista PMCφ |M : M −→ M, missä
PM : H2 −→ M on ortogonaalinen projektio ja M ⊂ H2 on suljettu aliava-
ruus siten, että (zBφH2)⊥ =M⊕C. Operaattori PMCφ |M on siten kompositio-
operaattorin Cφ kompressio aliavaruuteenM.
Päätuloksen todistus ja siihen tarvittavat vaiheet mukailevat Nordgrenin et
al. artikkelia, [13].
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7.1 Kompression PMCφ|M spektri
Seuraava askel matkalla kohti päätulosta on osoittaa similaarisuus operaattorin
PMCφ |M :M−→M ja bilateraalisen, ”sopivasti” painotetun siirto-operaattorin
Sβ : `2(Z) −→ `2(Z) välille. Beurlingin lause ja luvussa 3 (ks. yhtälö (3.12)) mää-
ritelty Blaschken tulo Bφ ovat työkaluinamme.
Kerrataan asetelma ja Blaschken tulon Bφ määritelmä vielä tässä:
Olkoon φ : D −→ D normalisoitu hyperbolinen Möbius-kuvaus, siis muotoa
φ(z) =
z + r
1+ rz
, missä r ∈ (0, 1).
Käänteiskuvaus on muotoa φ−1(z) = z−r1−rz . Merkintä φk viittaa edelleen kuvauk-
sen φ iteraatteihin: φ0 = id, φk := φ ◦ · · · ◦ φ (k kpl), kun k > 0, ja φk :=
φ−1 ◦ · · · ◦ φ−1 (|k| kpl), kun k < 0. Funktion φ iteraatteja origossa merkittiin
φk(0) =: zk. Koska zk ∈ R, niin z−k = −zk ja zk = zk kaikilla k ∈ Z. Lisäksi
funktion φ iteraatit ovat muotoa
φk(z) =
z− z−k
1− z−kz =
z + zk
1+ zkz
, k ∈ Z.
Tällöin
Bφ(z) := z ∏
k∈Z,k 6=0
|z−k|
z−k
( z + zk
1+ zkz
)
= ∏
k∈Z
αkφk(z), z ∈ D, (7.6)
missä αk = 1, kun k ≥ 0, ja αk = −1, kun k ≤ −1, on Blaschken tulo, jonka
nollakohdat ovat täsmälleen funktion φ iteraatit nollassa, toisin sanoen pisteet
{zk : k ∈ Z}.
Aloitetaan näyttämällä toteen, että normalisoidun hyperbolisen Möbius-ku-
vauksen φ määräämä aliavaruus
(
zBφH2(D)
)⊥ on invariantti operaattoreille Cφ
ja C−1φ . Avaruuden zBφH2(D) ortokomplementti on otettu avaruudessa H2(D),
johon merkintä
(
zBφH2(D)
)⊥
=: H2(D)	 zBφH2(D) jälleen viittaa.
Seuraavassa lauseessa (ja myöhemmin) käytetään merkintää
K0 := H2(D)	 zBφH2(D) =
(
zBφH2(D)
)⊥.
Lause 7.7. Olkoon φ : D −→ D normalisoitu hyperbolinen Möbius-kuvaus. Tällöin
K0 on sekä Cφ -invariantti, että C−1φ -invariantti aliavaruus.
Todistus. Kuvaus φ on muotoa φ(z) = z+r1+rz , missä r ∈ (0, 1), ja siten φ−1(z) =
z−r
1−rz . Näin ollen φ(0) 6= 0 6= φ−1(0). Aiemmin osoitettiin (ks. yhtälö 3.13), että
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Bφ on operaattorin Cφ ominaisvektori (ominaisarvolla −1), joten väite seuraa
suoraan korollaarista 6.10. Todistetaan väite kuitenkin osoittamalla, että
K0 = span{φk : k ∈ Z},
koska kyseinen tulos on myöhemmin tärkeä. Merkitään hetkellisesti S := span{φk :
k ∈ Z}. Näin määritelty aliavaruus S on sekä Cφ-invariantti, että C−1φ -invariantti,
sillä Cφφk = φk+1 ja C−1φ φk = φk−1 kaikilla k ∈ Z.
Osoitetaan ensin, että S ⊂ K0. Tiedetään, että kaikilla f ∈ H2(D) ja w ∈
D on voimassa f (w) = ( f , κw), missä κw(z) = 1/(1 − wz) on reprodusoiva
ydin avaruudessa H2(D). Olkoon f ∈ BφH2(D), jolloin voidaan kirjoittaa f =
Bφ · h jollain h ∈ H2(D). Koska zBφH2(D) ⊂ BφH2(D), niin
(
BφH2(D)
)⊥ ⊂(
zBφH2(D)
)⊥.
Koska z−k = −zk = φ−k(0) ∈ R ja Bφ(zk) = 0 kaikilla k ∈ Z, niin
( f , 1/(1+ zkz)) = ( f , κz−k) = f (−zk) = Bφ(−zk)h(−zk) = 0,
joten 11+zkz ∈
(
BφH2(D)
)⊥, sillä f ∈ BφH2(D) oli mielivaltainen. Nyt kaikilla
h ∈ H2(D) pätee( z
1+ zkz
, zBφh
)
=
1
2pi
∫ 2pi
0
eiθ
1+ zkeiθ
· eiθBφ(eiθ)h(eiθ) dθ
=
1
2pi
∫ 2pi
0
1
1+ zkeiθ
· Bφ(eiθ)h(eiθ) dθ =
( 1
1+ zkz
, Bφh
)
= 0.
Siten z1+zkz ∈
(
zBφH2(D)
)⊥
=: K0.
Nyt myös funktio φk ∈ K0 kaikilla k ∈ Z, sillä yhtälön (2.11) mukaan
φk(z)− zk = (1− z2k)
z
1+ zkz
,
joten
0 = (1− z2k)
( z
1+ zkz
, zBφh
)
= (φk − zk, zBφh) = (φk, zBφh)− zk(1, zBφh)
= (φk, zBφh),
kaikilla h ∈ H2(D) ja k ∈ Z. Näin ollen S ⊂ K0.
Jäljellä on osoittaa inkluusio toiseen suuntaan eli että K0 ⊂ S . Reprodusoivan
ytimen κw normi avaruudessa H2(D) on ‖κw‖2 = (1− |w|2)−1/2, missä siis w ∈
D on kiinnitetty. Käyttämällä tämän lisäksi kuvauksen f 7−→ z f isometrisuutta
avaruudessa H2(D), tietoa |zk| = |z−k| kaikilla k ∈ Z sekä jälleen yhtälöä (2.11)
saadaan
‖φk− zk‖2 = (1− z2k)
∥∥∥ z
1+ zkz
∥∥∥
2
= (1− z2k) · (1− |z−k|2)−1/2 = (1− z2k)1/2. (7.8)
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Kun k −→ ∞, niin (1 − z2k)1/2 −→ 0, sillä tällöin zk −→ 1 (reaaliakselia pit-
kin). Näin ollen φk −→ 1 avaruudessa H2(D), kun k −→ ∞, joten S sisältää
vakiofunktiot.
Olkoon sitten f ∈ H2(D) sellainen, että f ∈ S⊥. Koska f ⊥ φk kaikilla
k ∈ Z, niin f on ortogonaalinen sekä vakiofunktioiden, että funktion φ0(z) =
id(z) = z kanssa, joten funktiolla f on toisen kertaluvun nollakohta origossa.
Koska φk(z) = (1− z2k) z1+zkz + zk, jossa zk ∈ R riippuu vain indeksistä k, niin
f ⊥ z1+zkz kaikilla k ∈ Z. Kun zk 6= 0 eli kun k 6= 0, pätee
f (−zk)
−zk =
( f
z
,
1
1+ zkz
)
=
(
f ,
z
1+ zkz
)
= 0.
Koska lisäksi f (z0) = f (0) = ( f , 1) = 0, niin f (zk) = 0 kaikilla k ∈ Z ja siten
voidaan kirjoittaa f = αzBφg, joillakin α ∈ C ja g ∈ H2(D). Huomataan, että
f ⊥ K0 =
(
zBφH2(D)
)⊥, joten S⊥ ⊂ K⊥0 ja siten haluttu inkluusio K0 ⊂ S
seuraa.
Huomaa, että aiemmin suoraan laskemalla (ks. yhtälö (3.13)) tehty funktion
Bφ osoittaminen operaattorin Cφ ominaisvektoriksi, onnistuu nyt myös korollaa-
rin 6.10 ja lauseen 7.7 avulla.
Jatkossa hyödynnetään mahdollisuutta kirjoittaa suljettu Cφ-invariantti ali-
avaruus K0 niin ikään suljetun Cφ-invariantin aliavaruuden C · 1 ⊂ K0 ja sen or-
tokomplementin suorana summana. Tullaan näkemään, että ortokomplementti(
C · 1)⊥ ⊂ K0 on Cφ-semi-invariantti aliavaruus.
Määritelmä 7.9. Olkoon N ⊂ H suljettu aliavaruus, joka on invariantti ope-
raattorin T ∈ L(H) suhteen. Jos suljetulle aliavaruudelle M ⊂ H pätee, että
M∩N = {0} ja M⊕N on T-invariantti aliavaruus, niin kutsutaan avaruutta
M semi-invariantiksi aliavaruudeksi (operaattorin T suhteen).
Siis, kun T ∈ L(H) ja M,N ⊂ H ovat kuten määritelmässä yllä, niin
T(M⊕N ) ⊂ M⊕N , mutta T(M) ⊂ M ei välttämättä päde. Valitsemalla
N = {0} huomataan, että jokainen T-invariantti aliavaruus on myös T-semi-
invariantti aliavaruus.
Huomautus 7.10. Operaattorin Cφ invariantista aliavaruudesta K0 = span{φk :
k ∈ Z} ⊂ H2(D) voidaan nyt erottaa semi-invariantti aliavaruus K0 	C. Koska
C · 1 ⊂ K0 on suljettu aliavaruus, niin voidaan kirjoittaa K0 =
(
C · 1)⊥ ⊕ C · 1.
Toisaalta, C · 1 on selvästi Cφ-invariantti aliavaruus, jotenM :=
(
C · 1)⊥ ⊂ K0 on
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suljettu Cφ-semi-invariantti aliavaruus. Vaikka jatkossa avaruudenM eksplisiit-
tinen muoto ei näyttele mitään roolia, niin huomataan, ettäM = zH2(D) ∩K0.
Yhtälön (2.11) ja edelleen ortogonaalisten projektioiden PM : K0 −→ M ja
Q : K0 −→ C avulla funktio φk (kaikilla k ∈ Z) voidaan kirjoittaa muodossa
φk(z) = (1− z2k)
z
1+ zkz
+ zk = PMφk(z) + Qφk(z), (7.11)
missä siis (PMφk)(z) = (1− z2k) z1+zkz ja (Qφk)(z) = zk ∈ C kaikilla z ∈ D ja
k ∈ Z. (Lukija voi helposti todeta, että (1− z2k) z1+zkz ∈ zH2(D) ∩K0 =:M!)
Yhteenvetona edellisistä saadaan
Korollaari 7.12. Olkoon φ : D −→ D normalisoitu hyperbolinen Möbius-kuvaus. Ol-
koon Bφ Blaschken tulo, jonka nollakohdat ovat yksikkökiekon (reaaliset) pisteet {φk(0) :
k ∈ Z}. Lisäksi merkitään K0 := span{φk : k ∈ Z}. Tällöin K0 = (zBφH2)⊥ =
M⊕C, missäM := (C · 1)⊥ ⊂ K0 on Cφ-semi-invariantti aliavaruus.
Todistus. Lauseen 7.7 nojalla span{φk : k ∈ Z} = (zBφH2)⊥. Huomautuksen
7.10 nojalla K0 = M⊕ C ja siis jokainen f ∈ K0 voidaan kirjoittaa muodossa
f = PM f + Q f , missä PM : K0 −→ M ja Q : K0 −→ C ovat ortogonaalisia
projektioita.
Jos nyt M ja PM ovat kuten edellä olevassa korollaarissa 7.12, niin voidaan
osoittaa, että operaattori PMCφ |M : M −→ M (toisin sanoen operaattorin Cφ :
H2(D) −→ H2(D) kompressio aliavaruuteen M) on similaarinen sopivalla jo-
nolla (wk)k∈Z painotetun, bilateraalisen siirto-operaattorin Sw : `2(Z) −→ `2(Z)
kanssa! Tästä taas seuraa oleellinen tieto, että kyseisten operaattoreiden spektrit
ovat samat.
Lemma 7.13. Olkoon φ : D −→ D normalisoitu hyperbolinen Möbius-kuvaus. Tällöin
operaattori PMCφ |M : M −→ M on similaarinen bilateraalisen, jonolla (βk)k∈Z,
missä
βk =
√
λφ ·
λkφ + 1
λk+1φ + 1
kaikilla k ∈ Z,
painotetun siirto-operaattorin Sβ : `2(Z) −→ `2(Z) kanssa.
Todistus. Merkitään W := PMCφ |M ja merkintöjen yksinkertaistamiseksi jatkos-
sa tässä todistuksessa P := PM. Koska Cφφk = φk+1 ja ortogonaalisten projek-
tioiden ominaisuuksien (ks. 4.5) nojalla pätee
PCφP = PCφ(I −Q) = P(Cφ − CφQ) = P(Cφ −Q) = PCφ − PQ = PCφ,
79
niin kaikilla k ∈ Z on voimassa
WPφk = PCφPφk = PCφφk = Pφk+1.
Jos nyt asetetaan
fk =
Pφk
‖Pφk‖2 ja βk =
‖Pφk+1‖2
‖Pφk‖2 , (7.14)
niin ‖ fk‖2 = 1 kaikilla k ∈ Z ja
W fk =
Pφk+1
‖Pφk‖2 =
‖Pφk+1‖2
‖Pφk‖2 ·
Pφk+1
‖Pφk+1‖2 = βk fk+1 kaikilla k ∈ Z.
Yhtälön (7.11) nojalla Pφk = (1− z2k) z1+zkz = φk − zk, joten voidaan käyttää yhtä-
löä (7.8), jolloin saadaan
‖Pφk‖2 = (1− z2k)1/2. (7.15)
Edelleen, kuvaus φ on tässä normalisoitu hyperbolinen Möbius-kuvaus D −→
D, jonka kiintopisteet ovat −1 ja 1, joten zk ∈ R ja −zk = z−k. Siten funktio
fk =
Pφk
‖Pφk‖2 voidaan kirjoittaa muodossa
fk(z) = (φk(z)− zk)(1− z2k)−1/2 = (1− |z−k|2)1/2
z
1− z−kz = z ·
(1− z2k)1/2
1+ zkz
.
Yllä olevasta muodosta huomataan, että fk = z · κz−k‖κz−k‖2 , toisin sanoen jono
( fk)k∈Z on itse asiassa jono (zκ˜zk)k∈Z, missä κ˜zk on normalisoitu reprodusoiva
ydin avaruudessa H2(D).
Koska (zk)k∈Z on interpoloiva jono lauseen 3.9 nojalla, niin tätä jonoa vastaa-
va normalisoitujen reprodusoitujen ytimien muodostama jono
( (1− z2k)1/2
1+ zkz
)
k∈Z
=
( κzk
‖κzk‖2
)
k∈Z
=: (κ˜zk)k∈Z
on lauseen 5.28 nojalla Rieszin kanta (aliavaruudelle span{κzk : k ∈ Z}) ja si-
ten ekvivalentti Hilbertin avaruuden `2(Z) (luonnollisen) ortonormaalin kan-
nan (ek)k∈Z kanssa.
Koska toisaalta g 7→ zg on isometria avaruudessa H2(D), niin on olemassa
rajoitettu, kääntyvä operaattori T : span{ fk : k ∈ Z} −→ `2(Z) siten, että
T fk = ek kaikilla k ∈ Z. Operaattori W on similaarinen bilateraalisen, kaavan
(7.14) antamalla jonolla (βk)k∈Z painotetun siirto-operaattorin Sβ kanssa, sillä
nyt kaikilla k ∈ Z pätee
T−1SβT fk = T−1Sβek = βkT−1ek+1 = βk fk+1 = W fk.
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Lasketaan lopuksi mitä paino βk on tutuksi tulleen vakion λφ ∈ (0, 1) avulla
lausuttuna. Koska |zk| = |z−k| = 1−λ
k
φ
1+λkφ
(tässä k > 0), niin yhtälöstä (7.15) saadaan
aiemman laskun (4.41) nojalla
‖Pφk‖22 = 1− z2k =
4λkφ
(λkφ + 1)2
, k ∈ Z,
missä λφ ∈ (0, 1) on (edelleen) kuvauksen φ karakteristinen vakio. Määritelmän
mukaan βk = ‖Pφk+1‖2/‖Pφk‖2, joten
βk =
√√√√ 4λk+1φ
(λk+1φ + 1)2
· (λ
k
φ + 1)2
4λkφ
=
√
λφ ·
λkφ + 1
λk+1φ + 1
=
√
λφ ·
1+ 1
λkφ
λφ +
1
λkφ
. (7.16)
Siis operaattorimme W = PCφ |M on similaarinen jonolla (βk)k∈Z, jossa
βk =
√
λφ ·
λkφ + 1
λk+1φ + 1
, k ∈ Z, (7.17)
painotetun (bilateraalisen) siirto-operaattorin Sβ : `2(Z) −→ `2(Z) kanssa.
Paino βk kirjoitettiin kahdessa muodossa kaavassa (7.16), sillä niistä suoraan
nähdään, että βk −→ λ1/2φ , kun k −→ ∞ ja βk −→ λ−1/2φ , kun k −→ −∞. Koska
limk−→−∞ βk > limk−→∞ βk, niin kyseisellä jonolla painotettu siirto-operaattori
Sβ on lauseen 4.22 siirto-operaattoreista ”adjungaatin näköisen” (eli S∗w:llä mer-
kityn) operaattorin kanssa samaa muotoa. Siten edellä olevan lemman 7.13 jo-
nolla (βk)k∈Z painotetun siirto-operaattorin Sβ ja sen adjungaatin approksima-
tiiviset pistespektrit ovat lauseen 4.22 nojalla
σa(Sβ) =
{
λ ∈ C : λ1/2φ ≤ |λ| ≤ λ−1/2φ
}
ja
σa(S∗β) =
{
λ ∈ C : |λ| = λ1/2φ tai |λ| = λ−1/2φ
}
.
Operaattoreiden W ja Sβ similaarisuudesta seuraa adjungaattien W∗ ja S∗β
similaarisuus. Näin ollen operaattorin W := PCφ|M : M −→ M adjungaatin
approksimatiivinen pistespektri on
σa(W∗) = {λ ∈ C : |λ| = λ1/2φ tai |λ| = λ−1/2φ }. (7.18)
Lisäksi myöhemmin tarvitaan operaattoreiden Sw ja W pistespektrejä. Koska
similaaristen operaattoreiden pistespektrit yhtyvät, niin lauseen 4.22 nojalla
σp
(
Sβ
)
= σp(W) =
{
λ ∈ C : λ1/2φ < |λ| < λ−1/2φ
}
. (7.19)
81
7.2 Operaattorin Cφ − λ : H2 −→ H2 universaalisuus
Lauseesta 4.40 muistetaan, että jos φ on hyperbolinen Möbius-kuvaus, niin
σ
(
Cφ
)
=
{
λ ∈ C : λ1/2φ ≤ |λ| ≤ λ−1/2φ
}
ja σp
(
Cφ
)
=
{
λ ∈ C : λ1/2φ < |λ| < λ−1/2φ
}
, missä λφ ∈ (0, 1) on kuvauksen φ
karakteristinen vakio.
Osoitetaan ensin, että operaattori Cφ − λ on surjektio K0 −→ K0, kun λ ∈
σp(Cφ) ja K0 :=
(
zBφH2(D)
)⊥ ⊂ H2(D). Suurin osa työstä on tehty jo edellä.
Korollaari 7.20. Olkoon Cφ : H2(D) −→ H2(D) hyperbolinen kompositio-operaatto-
ri. Tällöin (Cφ − λ)K0 = K0 kaikilla λ ∈ C, joille λ1/2φ < |λ| < λ−1/2φ .
Todistus. Lauseen 7.7 nojalla tiedetään jo, ettäK0 =
(
zBφH2(D)
)⊥ on Cφ-invariantti
alivaruus. Huomautuksen 7.10 perusteella taas K0 voidaan kirjoittaa muodossa
K0 = M⊕ C. Siten jokainen f ∈ K0 on muotoa f = f1 + f2, jossa f1 ∈ M ja
f2 ∈ C. Olkoot P = PM : K0 −→ M ja Q : K0 −→ C vastaavat ortogonaaliset
projektiot. Koska Cφ |C = I, niin kaikilla f ∈ K0 voidaan kirjoittaa(
Cφ |K0
)
f = Cφ |M f1 + Cφ |C f2 = (V +W) f1 + f2 = W f1 +V f1 + f2,
missä V := QCφ|M ja W := PCφ|M. Koska W on operaattori M −→ M, niin
(W − λ)M⊂M.
Koska K0 on Cφ -invariantti, niin se selvästi on myös (Cφ − λ) -invariantti
aliavaruus kaikilla λ ∈ C. Näin ollen operaattorin Cφ − λ : K0 −→ K0, missä
λ1/2φ < |λ| < λ−1/2φ , surjektiivisuuden osoittamiseksi riittää osoittaa, että K0 ⊂
(Cφ − λ)K0. Tähän tarvitaan operaattorin W − λ : M −→ M surjektiivisuutta,
joten osoitetaan se ensin: Yhtälön (7.18) nojalla
σa(W∗) = {λ ∈ C : |λ| = λ1/2φ tai |λ| = λ−1/2φ }
ja siten kaikille λ ∈ C, joille pätee λ1/2φ < |λ| < λ−1/2φ , on olemassa operaattori
T ∈ L(M) (ks. huomautus 4.11) siten, että T(W∗ − λ) = I. (Huomaa, että
λ /∈ σa(W∗), jos ja vain jos λ /∈ σa(W∗).) Tästä edelleen seuraa, että I =
(
T(W∗−
λ)
)∗
= (W − λ)T∗. Siispä jokainen f ∈ M voidaan kirjoittaa muodossa f =
(W − λ)T∗ f ja siten (W − λ)M =M kaikilla λ ∈ C, joille λ1/2φ < |λ| < λ−1/2φ .
Tästä päästäänkin kiinni operaattorin Cφ − λ : K0 −→ K0 surjektiivisuuteen.
Muistetaan, että (Cφ − λ)M = (W − λ)M+V(M),M = (W − λ)M ja Cφ |C =
IC.
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Oletetaan ensin, että λ 6= 1. Nyt (Cφ − λ)α = (1− λ)α ∈ C \ {0} kaikilla α ∈
C \ {0} ⊂ K0. Siten C ⊂ (Cφ − λ)K0 (ainakin) kaikilla λ 6= 1. Olkoot m ∈ M
ja c ∈ C mielivaltaisia. Nyt löytyy funktio g ∈ M siten, että (W − λ)g = m.
Valitaan α ∈ C siten, että α = c−Vg1−λ . Nyt kaikilla λ 6= 1 pätee
(Cφ − λ)(g + α) = (W − λ)g +Vg + (1− λ)α = m + c,
joten m + c ∈ (Cφ − λ)K0. Koska m + c ∈ M⊕C oli mielivaltainen, niin
K0 =M⊕C ⊂ (Cφ − λ)K0.
ja (Cφ − λ) : K0 −→ K0 on surjektio, kun |λ| ∈ (λ1/2φ ,λ−1/2φ ) ja λ 6= 1.
Jos taas λ = 1, niin samalla päättelyllä ei nähdä, että C ⊂ (Cφ − IK0)K0, sil-
lä (Cφ − IK0) = (W − IM) + V. Täytyy näyttää, että V(M) = C. Tähän riittää
osoittaa, että jos f ∈ M \ {0} on sellainen, että (W − IM) f = 0, niin V f 6= 0.
(Tällainen funktio f 6= 0 löytyy, sillä 1 ∈ σp(W) yhtälön (7.19) nojalla.) Täl-
löinhän (Cφ − IK0) f = (W − IM) f + V f = V f ∈ C \ {0}, josta seuraa, että
C ⊂ (Cφ − IK0)K0.
Olkoon siis f ∈ M\{0} sellainen, että W f = PCφ f = f . Tehdään vastaoletus
V f = QCφ f = 0, jolloin f ◦ φ = Cφ f = V f + W f = f . Silloin kaikilla k ∈ Z
pätee f (zk) = f (φk(0)) = f (0) = ( f , 1) = 0. Näin ollen funktiolla f on samat
nollakohdat kuin Blaschken tulolla Bφ (ks. (7.6)), joten lemman 2.24 nojalla f =
Bφg jollakin g ∈ H2(D). Funktio g voidaan kirjoittaa muodossa g = α + zh0,
missä α ∈ C ja h0 ∈ H2(D), joten α ⊥ zh. Tällöin f on muotoa
f = αBφ + zBφh0.
Koska (αBφ, zBφh) = (α, zh) = 0 kaikilla h ∈ H2(D), niin αBφ ∈ K0 :=
(
zBφH2(D)
)⊥
ja edelleen f − αBφ = zBφh0 ∈ K0. Mutta nythän zBφh0 ⊥ K0, joten h0 ≡ 0 ja
siten f = αBφ jollain α ∈ C \ {0}. Toisaalta, vastaoletuksen ja yhtälön (3.13)
nojalla
f = f ◦ φ = αBφ ◦ φ = −αBφ,
joten α = 0 ja edelleen f ≡ 0, mikä on ristiriidassa oletuksen kanssa. Näin ollen
kaikille f ∈ M\ {0}, joille W f = f , pätee V f 6= 0. Siispä C ⊂ (Cφ − λ)K0 myös
tapauksessa λ = 1.
Koska M on suljettu, niin voidaan kirjoittaa M = Ker (W − I)⊕ Ker (W −
I)⊥. Edellä todetun perusteella Ker (W − I) = {g ∈ M : (W − I)g = 0} 6= {0}.
Siis jokainen g ∈ M voidaan kirjoittaa muodossa g = m1 + m2, missä m1 ∈
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Ker (W − I) ja m2 ∈ Ker (W − I)⊥. Olkoon nyt m + c ∈ M⊕ C mielivaltainen.
Jos m 6= 0, niin on olemassa m2 ∈ Ker (W − I)⊥ siten, että (W − I)m2 = m.
Valitaan lisäksi m1 ∈ Ker (W − I) siten, että Vm1 = c−Vm2. (Huomaa, että yllä
osoitetyn nojalla Vg 6= 0 kaikilla g ∈ Ker (W− I), joten haluttu m1 ∈ Ker (W− I)
löytyy.) Nyt (W − I)m1 = 0 ja Vm1 +Vm2 = c, joten
(Cφ − I)(m1 + m2) = (W − I)m2 +Vm1 +Vm2 = m + c.
Näin ollen myös tapauksessa λ = 1 pätee
K0 =M⊕C ⊂ (Cφ − λ)K0.
Kaiken kaikkiaan osoitettiin, että Cφ − λ : K0 −→ K0 on surjektio kaikilla λ ∈
σp(Cφ).
Samalla itse asiassa osoitettiin, että avaruusM ei ole Cφ-invariantti, vaan ai-
noastaan Cφ-semi-invariantti: Koska on olemassa f ∈ M, jolle Cφ f = W f +V f ,
missä V f ∈ C \ {0}, niin CφM *M.
Seuraavassa lauseessa Bφ on jälleen jonon (zk)k∈Z :=
(
φk(0)
)
k∈Z määräämä
Blaschken tulo ja K0 := (zBφH2)⊥. Lisäksi määritellään aliavaruus
K1 := K0 + BφK0.
(Erotukseksi ortogonaalisesta suorasta summasta, jolle käytetään merkintää ⊕,
merkintäM+N tarkoittaa avaruuksienM,N tavallista summaa. Siis f ∈ M+
N , jos ja vain jos M∩N = {0} ja funktio f voidaan yksikäsitteisesti kirjoittaa
muodossa f = f1 + f2, missä f1 ∈ M ja f2 ∈ N , mutta välttämättä f1 ⊥ f2 ei
päde.)
Lause 7.21. Olkoon φ : D −→ D normalisoitu hyperbolinen Möbius-kuvaus. Tällöin
K1 = (zB2φH2)⊥, BnφK1 on Cφ -invariantti aliavaruus kaikilla n ∈ N0 ja B2nφ K1 ⊥
B2mφ K1, kun |n−m| ≥ 2 ja m, n ∈N0.
Todistus. Osoitetaan ensin, että K1 ⊂ (zB2φH2)⊥ (ortokomplementti on otettu
avaruudessa H2 := H2(D)). Kaikilla f ∈ K0 ja h ∈ H2 on avaruuden K0 määri-
telmän nojalla voimassa
0 = ( f , zBφh) = (BφBφ f , zBφh) = (Bφ f , zB2φh). (7.22)
Lisäksi zB2φH
2 ⊂ zBφH2, joten ( f , zB2φh) = 0 kaikilla f ∈ K0 ja h ∈ H2. Siis
K0 ⊥ zB2φH2 ja BφK0 ⊥ zB2φH2, joten K1 := K0 + BφK0 ⊂ (zB2φH2)⊥.
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Osoitetaan sitten inkluusio toiseen suuntaan. Koska BφK0 ⊂ BφH2 on suljettu
aliavaruus ja yhtälöstä (7.22) nähdään itse asiassa, että
(
BφK0
)⊥
= zB2φH
2 ⊂
BφH2, niin BφH2 = BφK0 ⊕ zB2φH2 ja voidaan kirjoittaa
H2 = (BφH2)⊥ ⊕ (BφH2) = (BφH2)⊥ ⊕ BφK0 ⊕ zB2φH2.
Näin ollen
(zB2φH
2)⊥ = (BφH2)⊥ ⊕ BφK0 ⊂ K0 + BφK0 =: K1,
sillä zBφH2 ⊂ BφH2, josta seuraa (BφH2)⊥ ⊂ (zBφH2)⊥ = K0. Siispä K1 =
(zB2φH
2)⊥ ja siten K1 ⊂ H2 on myöskin suljettu aliavaruus.
Olkoon MB := MBφ : H
2 −→ H2 multiplikaattorioperaattori, missä Bφ on
tuttu Blaschken tulo. Nyt kaikilla f ∈ H2 pätee
CφMB f = (Bφ f ) ◦ φ = (Bφ ◦ φ)( f ◦ φ) (3.13)= −BφCφ f = −MBCφ f (7.23)
ja edelleen
CφM2B f = Cφ(B
2
φ f ) = (Bφ ◦ φ)2( f ◦ φ) = (−Bφ)2Cφ f = M2BCφ f , (7.24)
joten operaattorit M2B ja Cφ kommutoivat. Koska K1 = K0 + BφK0, niin jokainen
f ∈ K1 voidaan kirjoittaa muodossa f = f1 + Bφ f2, jossa f1, f2 ∈ K0. Tiedetään,
että K0 on Cφ -invariantti ja Bφ ◦ φ = −Bφ, joten
Cφ(Bnφ f ) = (B
n
φ f ) ◦ φ = (Bφ ◦ φ)n
(
f1 ◦ φ+ (Bφ ◦ φ)( f2 ◦ φ)
)
= (−1)nBnφ
(
f1 ◦ φ− Bφ( f2 ◦ φ)
) ⊂ BnφK1
kaikilla f ∈ K1 ja n ∈ N0. Näin ollen BnφK1 on Cφ -invariantti aliavaruus. (Tä-
män olisi helposti nähnyt myös yhtälön (7.23) avulla.)
Määritelmän mukaan Bφ(0) = 0, joten (Bφ f , 1) = Bφ(0) f (0) = 0 kaikilla
f ∈ K0 ja siten BφK0 ⊂ zH2. Edelleen seuraa, että BjφK0 ⊂ zBφH2 kaikilla j ≥ 2.
Osoitetaan lopuksi, että B2nφ K1 ⊥ B2mφ K1, kaikilla n, m ∈ N0, joille |n − m| ≥
2. Symmetrian vuoksi voidaan olettaa, että n > m. Alla olevassa yhtälössä on
olennaista muistaa tieto Bjφ(ζ)B
j
φ(ζ) = |Bφ(ζ)|2j = 1 kaikilla j ∈ N0 ja ζ ∈ T.
Näin ollen kaikilla f , g ∈ K1 on
(B2mφ f , B
2n
φ g) = (B
2m
φ f1 + B
2m+1
φ f2, B
2n
φ g1 + B
2n+1
φ g2)
= (B2mφ f1, B
2n
φ g1) + (B
2m
φ f1, B
2n+1
φ g2)
+(B2m+1φ f2, B
2n
φ g1) + (B
2m+1
φ f2, B
2n+1
φ g2)
= ( f1, B
2(n−m)
φ g1) + ( f1, B
2(n−m)+1
φ g2)
+( f2, B
2(n−m)−1
φ g1) + ( f2, B
2(n−m)
φ g2),
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missä f1, f2, g1, g2 ∈ K0 ja f = f1 + Bφ f2, g = g1 + Bφg2. Nyt yllä olevasta yh-
tälöstä huomataan, että B2mφ K1 ⊥ B2nφ K1 aina kun 2(n − m) − 1 ≥ 2 eli kun
(lähimpään kokonaislukuun pyöristettynä) n− m ≥ 2, sillä K0 =
(
zBφH2
)⊥ ja
BjφK0 ⊂ zBφH2 kaikilla j ≥ 2.
Määritellään seuraavaksi operaattorin T ∈ L(H) inflaatio. Nimitys on eh-
kä hieman harvinaisempi ja sen sijaan voidaankin puhua vain operaattorin T
indusoimasta vektoriarvoisesta diagonaalioperaattorista T˜ : H˜ −→ H˜, missä
H˜ := H ⊕H ⊕ · · · (kuten luvun alussa esitellyn G.-C. Rotan mallioperaatto-
rin tapauksessa!). Määritelmää seuraavat lause 7.26 ja korollaari 7.29 osoittavat
operaattorin Cφ − λ : H2 −→ H2 surjektiivisuuden, missä λ ∈ σp(Cφ).
Määritelmä 7.25. Olkoon T ∈ L(H). Merkitään H˜ := H⊕H⊕ · · · , jolloin saa-
daan Hilbertin avaruus, kun sisätulona on
( f , g)H˜ =
∞
∑
j=1
( f j, gj)H,
missä f = ( f j)j∈N, g = (gj)j∈N ∈ H˜ ja f j, gj ∈ H kaikilla j ∈ N. Määritellään
operaattori T˜ : H˜ −→ H˜ (diagonaali)matriisina
T˜ =

T 0 0 0 · · ·
0 T 0 0 · · ·
0 0 T 0 · · ·
...
...
. . . . . . . . .
 .
Siis kaikilla h = (hj)j∈N ∈ H˜
T˜h =

T 0 0 0 · · ·
0 T 0 0 · · ·
0 0 T 0 · · ·
...
...
. . . . . . . . .
 ·

h1
h2
...
 = (Thj)j∈N.
Operaattori T˜ : H˜ −→ H˜ on hyvin määritelty ja T˜ ∈ L(H˜). Lisäksi operaat-
torinormille pätee ‖T˜‖ = ‖T‖. Operaattori T˜ on siis operaattorin T indusoima
vektoriarvoinen diagonaalioperaattori eli inflaatio.
Osoitetaan seuraavaksi, että operaattorin Cφ |K1 : K1 −→ K1 indusoima (yllä
olevan määritelmän mukainen) vektoriarvoinen diagonaalioperaattori C˜φ |K1 on
unitaarisesti ekvivalentti operaattoreiden Cφ |X ja Cφ |Y kanssa, missä X ja Y ovat
Blaschken tulon ja avaruuden K1 avulla muodostettuja suoria summia siten, että
X +Y = H2.
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Lause 7.26. Olkoot X :=
⊕∞
n=0 B4nφ K1 ja Y :=
⊕∞
n=0 B
4n+2
φ K1. Tällöin X ja Y ovat
Cφ -invariantteja aliavaruuksia. Lisäksi Cφ |X ja Cφ |Y ovat unitaarisesti ekvivalentteja
operaattorin C˜φ |K1 ∈ L
(K1 ⊕K1 ⊕ · · · ) kanssa ja X +Y = H2.
Todistus. Lauseen 7.21 nojalla avaruus BnφK1 on Cφ-invariantti aliavaruus kaikilla
n ∈ N0. Näin ollen X ja Y ovat suorina summina Cφ-invarianteista aliavaruuk-
sista selvästi Cφ-invariantteja aliavaruuksia. Yhtälön (7.24) nojalla operaattorit
Cφ ja M2B kommutoivat. Siirretään tarkastelu yksikkökiekon reunalle, itse asias-
sa avaruuteen L2(T). Nyt kaikille f ∈ K1 ja kaikilla n ∈N pätee
B2nφ CφB
2n
φ f = B
2n
φ B
2n
φ Cφ f = |Bφ|4nCφ f = Cφ f . (7.27)
Näin ollen Cφ |K1 = MB2nφ
(
Cφ |B2nφ K1
)
MB2n , missä MB2n = M
∗
B2n ja M
∗
B2n MB2n = I =
MB2n M∗B2n , toisin sanoen Cφ |K1 ja Cφ |B2nφ K1 ovat unitaarisesti ekvivalentit kaikilla
n ∈N. Unitaarinen ekvivalenssi operaattoreiden Cφ |X ja C˜φ |K1 samoin kuin ope-
raattoreiden Cφ |Y ja C˜φ |K1 välillä nähdään nyt suoraan.
Jo aiemmin tutuksi tulleet argumentit todistavat lauseen viimeisen kohdan:
Koska zBφH2 ⊂ BφH2, niin zB2φH2 ⊂ B2φH2 ja edelleen (B2φH2)⊥ ⊂ (zB2φH2)⊥ =:
K1. Lisäksi voidaan kirjoittaa
H2 = (B2φH
2)⊥ ⊕ (B2φH2)
ja edelleen
B2φH
2 = B2φ(B
2
φH
2)⊥ ⊕ B2φ(B2φH2),
sillä B2φ
(
B2φH
2) ⊂ B2φH2, B2φ
(
B2φH
2)⊥ ⊂ B2φH2 ovat suljettuja aliavaruuksia ja
(B2φ f , B
2
φg) = ( f , g) = 0, jos ja vain jos f ∈ B2φH2 ja g ∈ (B2φH2)⊥. Induktiivisesti
voidaan todeta, että kaikilla n ∈N0 pätee
B2nφ H
2 = B2n
((
B2φH
2)⊥)⊕ B2n(B2φH2).
Näin ollen voidaan kirjoittaa H2 =
⊕∞
n=0 B2nφ (B
2
φH
2)⊥, kun tarkistetaan vielä, et-
tä
(
span
{
B2nφ (B
2
φH
2)⊥ : n ∈ N0
})⊥
= {0}. Kiinnitetään ensin indeksi N ∈ N0.
Jos g ∈ H2 on funktio, jolle g ⊥ ∑Nn=0 B2nφ (B2φH2)⊥, niin g ∈ B2N(B2φH2), sil-
lä voidaan myös kirjoittaa H2 =
⊕N
n=0 B2nφ (B
2
φH
2)⊥ ⊕ B2N(B2φH2). Itse asiassa
g ∈ ⋂2Nn=0 Bn(B2φH2), sillä konstruktiosta seuraa, että Bm(B2φH2) ) Bm+1(B2φH2)
kaikilla m ∈ N0. Näin ollen funktio g voidaan kirjoittaa muodossa g = B2N+2h,
missä h ∈ H2. Funktion B2N+2 kaikki nollakohdat ovat vähintään kertalukua
2N + 2. Koska (esimerkiksi) z0 = 0 on funktion B2N+2 nollakohta, niin voidaan
kirjoittaa B2N(z) = ∑∞n=0 cnzn, missä z ∈ D ja cn = 0 kaikilla n < 2N + 2. Kun
N −→ ∞, niin potenssisarjaesityksessä ei löydy pienintä eksponenttia m ∈ N0,
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jolla cm 6= 0 (ks. [19], Thm 10.18). Näin ollen limN−→∞ B2N+2 ≡ 0 ja siten g ≡ 0,
kun vaaditaan, että g ∈ limN−→∞ ⋂2Nn=0 Bn(B2φH2).
Nyt voidaan kirjoittaa
H2 =
∞⊕
n=0
B2nφ (B
2
φH
2)⊥ ⊂
∞
∑
n=0
B2nφ K1 ⊂ X +Y. (7.28)
Koska käänteinen inkluusio on selvä, niin on todistettu, että X +Y = H2.
Edellä olevien lauseiden avulla voidaan nyt todistaa, että operaattori Cφ −
λ on surjektio koko avaruudessa H2, kun φ on hyperbolinen Möbius-kuvaus
D −→ D ja λ ∈ C sellainen, että λ1/2φ < |λ| < λ−1/2φ . Tämä on ensimmäinen
Caraduksen antamista, universaalisuudelle riittävistä, ehdoista.
Korollaari 7.29. Jos φ on hyperbolinen Möbius-kuvaus D −→ D ja λ1/2φ < |λ| <
λ−1/2φ , niin Cφ − λ : H2 −→ H2 on surjektio.
Todistus. Similaaristen operaattoreiden samankaltaisuuden vuoksi riittää jälleen
tarkastella vain normalisoidun hyperbolisen kuvauksen φ indusoimaa kompo-
sitio-operaattoria Cφ. Korollaarin 7.20 nojalla kaikilla λ ∈ C, joille λ1/2φ < |λ| <
λ−1/2φ operaattorit (Cφ − λ) ja (Cφ + λ) ovat surjektioita K0 −→ K0, missä
K0 :=
(
zBφH2
)⊥. Yhtälön (7.23) nojalla MBCφ = −CφMB, joten
(Cφ − λ)BφK0 = −MB(Cφ + λ)K0 = BφK0.
Siten Cφ − λ on myös surjektio K1 −→ K1, missä K1 := K0 + BφK0. Edellä ole-
van lauseen 7.26 nojalla H2 =M+N ja lisäksi Cφ|M ja Cφ|N ovat unitaarisesti
ekvivalentteja operaattorin Cφ|K1 inflaatioiden kanssa. Siis (Cφ − λ)M =M ja
(Cφ − λ)N = N , joten
H2 =M+N = (Cφ − λ)M+ (Cφ − λ)N ⊂ (Cφ − λ)(M+N ) = (Cφ − λ)H2.
Koska käänteinen inkluusio on selvä, niin (Cφ − λ)H2 = H2.
Operaattorin Cφ − λ, missä λ1/2φ < |λ| < λ−1/2φ , universaalisuus voidaan nyt
todeta helposti.
Lause 7.30. Jos φ on hyperbolinen Möbius-kuvaus D −→ D ja λ1/2φ < |λ| < λ−1/2φ ,
niin Cφ − λ : H2 −→ H2 on universaali operaattori.
Todistus. Korollaarin 7.29 mukaan Cφ − λ on surjektio avaruudessa H2, kun
λ1/2φ < |λ| < λ−1/2φ . Osoitetaan vielä, että dim Ker(Cφ − λ) = ∞, jolloin väi-
te seuraa Caraduksen lauseen 7.3 nojalla.
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Olkoon f ∈ H2 ominaisarvoa λ ∈ C vastaava kompositio-operaattorin Cφ
ominaisvektori. Koska operaattorit Cφ ja MB2n kommutoivat yhtälön (7.24) no-
jalla, niin kaikilla operaattorin Cφ ominaisvektoreilla f ∈ H2 pätee
Cφ(B2nφ f ) = B
2n
φ · Cφ f = λB2nφ f . (7.31)
Näin ollen B2nφ f on myös operaattorin Cφ ominaisvektori kaikilla n ≥ 0, kun
f 6≡ 0 on sellainen; huomaa, että isometria f 7−→ B2nφ f avaruudessa H2 takaa,
että B2nφ f 6≡ 0.
Toiseksi, yhtälöstä (7.19) huomataan, että operaattorin Cφ : H2 −→ H2 ja
sen kompression W := PMCφ |M : M −→ M pistespektrit yhtyvät. Merkitään
jälleen V := QCφ |M : M −→ C, missä Q = (I − PM) : K0 −→ C on ortogonaa-
linen projektio.
Olkoot λ ∈ σp(W) = σp(Cφ), λ 6= 1, sekä f ∈ M operaattorin W ominai-
sarvoa λ vastaava ominaisfunktio; siis pätee W f = λ f . Tällöin funktio f + α ∈
M⊕C = K0 ⊂ H2, missä α = (λ− 1)−1V f ∈ C, on operaattorin Cφ (ominaisar-
voa λ vastaava) ominaisfunktio:
Cφ( f + α) = W f +V f + Cφα = λ f + (λ− 1)α+ α = λ( f + α).
Ominaisarvoa 1 vastaava operaattorin Cφ ominaisfunktio avaruudessa K0 taas
on (mikä tahansa) α ∈ C \ {0} ⊂ K0, sillä Cφα = α ◦ φ = 1 · α.
Näin ollen jokaista ominaisarvoa λ ∈ σp(Cφ) kohti löytyy operaattorille Cφ
ominaisfunktio f jopa aliavaruudesta K0 ⊂ H2. Yhtälön (7.31) nojalla myös
funktiot B2nφ f ovat operaattorin Cφ ominaisfunktioita kaikilla n ∈N. Avaruuden
K1 määritelmän mukaan K0 ⊂ K1 ja lauseen 7.21 nojalla B2mφ K1 ⊥ B2nφ K1 kaikilla
n, m ∈ N0, joilla |n− m| ≥ 2. Näin ollen H2 sisältää äärettömän määrän toisi-
aan kohtisuorassa olevia operaattorin Cφ ominaisfunktioita. Siten dim Ker(Cφ−
λ) = ∞.
Operaattorin universaalius oikeuttaa rooliin kuuluisassa invariantin aliava-
ruuden ongelmassa. Pidetään jännitystä vielä hetki yllä ja esitellään ensin kaksi
invariantteihin aliavaruuksiin liittyvää käsitettä.
Invariantit aliavaruudet muodostavat hilan eli kaikilla invarianteilla aliava-
ruuksilla N ja M pätee, että N +M ja N ∩M ovat myös invariantteja aliava-
ruuksia.
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Sanotaan, että invariantti aliavaruus N 6= {0} on minimaalinen mikäli ainoa
siihen (aidosti) sisältyvä invariantti aliavaruus on {0}, toisin sanoen ei ole ole-
massa invarianttia aliavaruuttaM 6= {0}, jolleM ( N .
Lause 7.32. Olkoon U ∈ L(H) universaali operaattori. Jokaisella operaattorilla T ∈
L(H) on ei-triviaali, invariantti aliavaruus, jos ja vain jos minimaaliset, ei-triviaalit
operaattorin U invariantit aliavaruudet ovat dimensioltaan 1.
Todistus. Oletetaan ensin, että jokaisella operaattorilla T ∈ L(H) on ei-triviaali,
invariantti aliavaruus N ( H. Olkoon M 6= {0} mielivaltainen U-invariantti
aliavaruus (tapausM = H sallitaan).
Jos dim M = n < ∞, niin äärellisulotteisella operaattorilla U|M : M −→M
on ominaisarvo(ja) ja siten M sisältää ominaisavaruuden, so. ominaisvektorin
virittämän aliavaruudenM0, joka selvästi on 1-ulotteinen ja minimaalinen.
Jos dim M = ∞, niin M on isomorfinen avaruuden H kanssa ja voidaan
määritellä operaattori T = ψ−1U|Mψ : H −→ H, missä ψ : H −→ M on jokin
isomorfismi. Koska U on universaali operaattori ja oletuksen mukaan operaat-
torilla T ∈ L(H) on ei-triviaali, invariantti aliavaruus N , {0} 6= N ( H, niin
ψ(N ) =: M0 (M on U-invariantti aliavaruus, jolle M0 6= {0}. Siis M ei voi
olla minimaalinen U-invariantti aliavaruus.
Oletetaan kääntäen, että operaattorin U minimaaliset invariantit aliavaruudet
ovat dimensioltaan 1. Koska U on universaali, niin jokaista operaattoria T ∈
L(H) kohti on olemassa U-invariantti aliavaruusM (voi ollaM = H), nollasta
eroava kompleksiluku α ja isomorfismi ψ : H −→M siten, että αT = ψ−1U|Mψ.
Koska dim M = ∞, niinM ei voi olla minimaalinen invariantti aliavaruus, vaan
sisältää U-invariantin, ei-triviaalin aliavaruudenM0 (M. Tällöin ψ−1(M0) on
operaattorin T ei-triviaali, invariantti aliavaruus:
T(ψ−1M0) = α−1ψ−1(U|M)ψ(ψ−1M0) = α−1ψ−1(U|M)M0
⊂ ψ−1M0
ja isomorfisuuden nojalla {0} 6= ψ−1M0 ( H.
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Yhteenvetona nähdään hyperbolisen kompositio-operaattorimme Cφ rooli in-
variantin aliavaruuden ongelmassa:
Korollaari 7.33. Olkoon Cφ ∈ L
(
H2(D)
)
hyperbolinen kompositio-operaattori. Jo-
kaisella operaattorilla T ∈ L(H) on ei-triviaali invariantti aliavaruus, jos ja vain jos
minimaaliset, ei-triviaalit operaattorin Cφ invariantit aliavaruudet ovat dimensioltaan
1.
Todistus. Olkoon λ ∈ int(σ(Cφ)). Tällöin operaattori Cφ−λ on universaali lauseen
7.30 nojalla. Huomataan lisäksi, että aliavaruusM on (Cφ− λ)-invariantti, jos ja
vain josM on Cφ-invariantti. Tulos seuraa nyt suoraan lauseesta 7.32.
Avoimena oleva invariantin aliavaruuden ongelma voitaisiin siis ratkaista,
mikäli hyperbolisen kompositio-operaattorin (tai minkä tahansa universaalin
operaattorin) minimaalisten invarianttien aliavaruuksien dimensiot pystytään
selvittämään. Nordegrenin et al. artikkelin innoittamana viime vuosikymmen-
ten aikana onkin etsitty ehtoja funktioille f ∈ H2, joilla Cφ -invariantti aliavaruus
K f := span
{
Cnφ f : f ∈ H2, n ∈ Z
}
on tai ei ole minimaalinen. Negatiivinen ratkaisu invariantin aliavaruuden on-
gelmaan seuraa, jos löydetään funktio f ∈ H2 siten, että K f on ääretönulotteinen
minimaalinen invariantti aliavaruus. Positiiviseen vastaukseen riittäisi osoittaa,
että kaikilla f ∈ H2 aliavaruuden K f minimaalisuudesta välttämättä seuraa, että
f on ominaisvektori. Ratkaisevaa tässä näyttää olevan funktion f käyttäytymi-
nen operaattorin Cφ indusoivan kuvauksen φ kiintopisteissä tai niiden ympäris-
tössä.
Olkoon z1 hyperbolisen kuvauksen φ puoleensavetävä ja z2 poistyöntävä kiin-
topiste. Valentin Matache on selvittänyt, [11], muun muassa, että mikäli f voi-
daan jatkaa jatkuvaksi toiseen kiintopisteeseen zi ja f (zi) 6= 0, niin K f on mini-
maalinen, jos ja vain jos f vakio. Vitali Chkliar taas on osoittanut, [3], että K f si-
sältää ei-vakioita ominaisvektoreita ja ei siten ole minimaalinen, jos limz−→z2 | f (z)|
< ∞ ja | f (z)| ≤ C|z − z1|e joillakin C, e > 0 jossain pisteen z1 ympäristössä.
Chkliarin ja Matachen tuloksia on Joel H. Shapiro, [22], hieman onnistunut pa-
rantamaan. Näiden jälkeen myös Eva A. Gallardo-Gutiérrez ja Pamela Gorkin,
[7], ovat löytäneet uusia ehtoja funktioille f ∈ H2, joilla K f on tai ei ole mini-
maalinen.
Tätä kirjoitettaessa ei läpimurtoa invariantin aliavaruuden ongelman ratkai-
suun ole vielä kukaan onnistunut tekemään. Tutkittavaa ja löydettävää tämän
hyperbolisen kompositio-operaattorin parissa on siis vielä jäljellä.
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”Harjoittele, niin asiat tapahtuvat.” Astangajoogan filosofiaan kuuluva ohje pä-
tee myös tutkielman tekoon, vaikka ”asian tapahtuminen” eli matematiikan ym-
märtäminen ja sitä kautta tutkielman valmistuminen vaativatkin usein enem-
män aikaa, kuin uuden jooga-asanan oppiminen. Kun on tarpeeksi paljon pohti-
nut, riittävän monta kertaa vajonnut matematiikan suohon ja löytänyt tien ylös,
ymmärtänyt väärin, korjannut väärinymmärryksensä ja valaistunut, etsinyt ja
hionut esitysmuotoa mahdollisimman elegantiksi, niin yhtäkkiä onkin vuorossa
loppusanojen kirjoittaminen.
Ilman ohjaajiani, Kari Astalaa ja Hans-Olav Tylliä, ei olisi loppusanoja mitä
kirjoittaa. Kiitos Karille mielenkiintoisen tutkielma-aiheen ehdottamisesta ja si-
ten lisensiaatin tutkinnon tekemisen mahdollistamisesta sekä tarkkanäköisistä
kommenteista. Olen äärettömän kiitollinen Hans-Olav Tyllille hänen asiantun-
temuksestaan sekä minulle antamastaan ajasta ja tuesta työni varrella. Kiitok-
set kuuluvat myös Matematiikan ja sen sovellusten tutkijakoululle, Analyysin
ja dynamiikan huippututkimusyksikölle, jotka niin ikään mahdollistivat tämän
tutkielman tekemisen. Sanattoman suuri kiitos Mikolle rohkaisusta ja antoisista
keskusteluista – ja siitä mikä elämässä kuitenkin on tärkeintä. Nötherin renkaan
jäsenet, olette inspiroivia ja esimerkillänne korvaamaton kannustus. Kiitos ystä-
villeni ja perheelleni olemassaolosta ja eritoten ymmärryksestä aika ajoin ”työt
kaiken muun paitsi yöunien edelle” -priorisointiani kohtaan. Nyt on taas hetki
aikaa.
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